Losningsforslag till tentamen den 18 oktober

1. Vi borjar med basfallet n = 1. Det ar slalvklart!
Sedan, antar vi att formel géller for nagot heltal n. Vi skall visa att den géller ocksa for nésta heltal
n+ 1. Vi har da

AT = A A" = [ enligt induktionsantagandet | =

vilket ger oss formel for n + 1. Beviset ar klart.

2. Eftersom polynomet har reella koeficienter och komplexa talet = —3 — ¢ &r en rot, det komplex
konjugata talet £ = —3 4 4 &r ocksa en rot. Da ar polynomet delbart med produkt

(x — (=3 —1i))(x — (=3 +1i)) = 2 + 62 + 10.
Polynomdivisionen ger
223 + 72% — 102 — 50 = (22 + 6z + 10)(2x — 5).

Detta visar att den tredje roten till polynomet ar x = 5/2.

3. Avstandet mellan M och punkten N pa linjen blir kortast om vektor M N &r vinkelrdt mot réta
linjen. Om N har koordinater (4 —¢,2t,t + 1), d& MN = (3 —t,2t — 1,t — 1). Riktningsvektor for linjen &r

v = (—1,2,1). Skaldrprodukten M N - v &r 6t — 6. Alltsa, det kortaste avstandet motsvarar till punkten N
medt=1dvs N =(3,2,2). Avstandet blir d = /5.

4. (a) For att hitta skdrningspunkt mellan linjerna, récker det att losa systemet av ekvationer for
variabler ¢ och s:
3t—6=—s—1;
2t = s+ 5
t=2s+4

Systemet har 16sningen t = 2, s = —1 och detta ger oss skarningspunkt (0,4, 2).

(b) Normalvektor till planet maste vara vinkelrdt mot béade riktningsvektorer av linjerna d v s mot
vektorer vi = (3,2,1) och vo = (—1,1,2). Da far man vélja den normalvektor som kryssprodukt av v; och
vo. Vi far

e, e, e,
vixve=|3 2 1]|=3e,—"Te,+ 5e,.
-1 1 2

Normalvektor till planet ar (3,—7,5) och dessutom planet gar genom skédrningspunkt av linjerna (0,4, 2).
Planets ekvation ar 3z — 7(y — 4) +5(z —2) = 0 eller 3x — 7Ty + 52+ 18 = 0.

5. Enligt minstakvadratmetod, skall man 16sa systemet A*Ax = A’b, dir

1 -1 10
A= 3 2 1; och b=| 0
-2 1 1



Vi far
: 14 3\ ¢ 8
AA——(3 6)’ och Ab—_(_9>.

Systemet A*Ax = A'b har lésningen z = 1, y = —2.

6. (a) For att bestimma nér matrisen ar inverterbar ar det lattast att berdkna dess determinant. Vi
utvecklar den langs forsta raden och vi far

1 a

detA—L‘ =2-2d’
a 2 a a
Matrisen da blir inverterbar om 2 # 2a% d v s om a # +1.
(b) Inversmatrisen ar
1 a?—-2 —a? a
— —a®> ad®>-2 a
2a% — 2
a a -1

7. Den littaste metoden ar foljande. Vi uttrycker forst vektoren x = (1,1,1)* som linjér kombination:

1 0 1 2
1 =T 2 +l‘2 2 —|—$3 3
1 0 0 1

Talen 1, x9, x3 ar 16sningar till linjara systemet med matrisen

0 1 2|1
2 2 3|1
0 0 1|1

Det har 16sningar 1 =0, o = —1, z3 = 1. Da
0 1 2 0
Tx=x1T |2 | 4+zT |2 +23T |3 ] =] -2
0 0 1 2

8. Att vektorerna ar linjart beroende ar ekvivalent till egenskapen att det finns véardena x4, xo, x3 inte
alla lika med 0 sadana att x1vy 4+ xove + z3vy = 0. Detta ar ekvivalent till foljande: homogena systemet
med matrisen

1 1 1
0 -1 a
-2 0 6
1 2 5

har en icke-trivial 16sning. Efter standarta radtransformationer far man matrisen

1 1 1

0 —1 a

0 0 8+2a

0 0 4+4a
Motsvarande systemet har icke-triviala 16sningar for a = —4.
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9. Vi soker forst egenvardena till matrisen:

1—A 0 4
det(A—AI)=| 0 1—-X 3 |=]utveckling langst forsta raden | =
4 3 1—-A

=(1-=N-((1=XN?=9)+4-(-4)-1-XN=1-N((1-XN?=9-16) = (1 = \)((1 — )2 —25).

Rotterna ar )\1 = 1, )\2 = 747 )\3 =6.
Nu soker vi egenvektorer. For \; = 1 egenvektor ar 16sning av homogena system med matrisen

0 0 4
A-TI=10 0 3
4 3 0
Egenvektoren blir
-3
V] = 4 t
0

och efter normeringen den blir
vy =(-3/5 4/5 0).

Analogt, for andra och tredje egenvardena far man normerade egenvektorer

—1/(5V3 1/(5v3)
vo = | —3/(5v2) och vz =[3/(5v2)
1/V2) 1/V2

Alltsa, A = PDP~Y, diir

L 0 0 —3/5 —4/(5v2) 4/(5V2)
D=(0 -4 0 och P=| 4/5 -3/(5v2) 3/(5V2)
0 0 6 0 vz 1/(V2)

10. Man verifierar forst att summan av tva matriser i angiven form &r igen en matris i angiven form.
Samma gor man for produkt av matrisen med tal. Detta visar att alla sddana matriserna utgor ett vektorrum.
For att bestdmma nagon bas kan man observera att alla matriserna i angiven form kan skrivas som

(& )= (o D)o (20)

Detta leder till foljande val av en bas :

1 0 0 1
A1—<O 1), och A2—(_1 0)

For att visa att det ar en bas skall man visa att matriserna A; och A ar linjart oberoende och alla matriserna
i angiven form kan uttryckas som deras linjara kombinationer. Det sista dr redan bevisad genom likheten
ovan. Det aterstar linjart oberoende egenskap. Om vi antar att x1A4; + x9As = 0 da far man

T X2 —0
—Z2 X1

vilket ger z1 = xo = 0 oh detta visar att matriserna ar linjart oberoende. Till slut, eftersom det finns en bas
med tva vektorer, avgor vi att dimension &r 2.



