Losningsforslag till tentamen i 5B1105, Differential- och Integralkalkyl I, del 2, 2002-04-10.

1. Punkten P ligger pa ytan eftersom F(2,3,6) = 0. Tangentplanets normal n ar parallell med gradienten
VF(2,3,6). Man har

. f(2,3,6)=1- Y -
Tyl ) N

5 1
'(2,3,6)=1— 2 =2 =
fa( ) rlese 7 rl(2,3,6) 7

dir r* = 2% + y2 + 22 Tag n = (5,4,1). Tangentplanets ekvation ges da av

5(r—2)+4(y—3)+(2—6)=0 <<= SbSr+4y+z=28

‘ Svar: Tangentplanets ekvation ar: 5x + 4y + z = 28.

2. Andpunkterna (1,0,1) och (—e™,0,€e™) fas for t = 0 respektive ¢ = 7. Langden av kurvan mellan de tva
punkterna ges av
/ v’ (t)| dt = / Vet(cost —sint)]2 + et(sint 4 cost)]? + €2t dt = \/g/ et dt. ‘ Svar: V3 (e" —1). ‘
0 0 0
3. Funktionen f ar kontinuerlig, punktméngden dr kompakt = max och min nas. Eftersom ellipsen dessutom
ar en sluten reguldr kurva, finns de ovanndmnda extrema bland de kritiska punkterna pa ellipsen.
Vi betecknar med g(z,y) = 2+ 2y2 — 9 och anvénder Lagranges multiplikatormetod. I de kritiska punk-
terna pa ellipsen &r ng i )\gg eller Vgg i 8 . Det andra systemet saknar 16sningar eftersom
Vyg(z,y) = 0 endast i origo som tillhor €] ellipsen (g(0,0) = —9 # 0). Saledes aterstar fallet da Vf = AVg
(dvs de bada gradienterna ar parallella):
{f;:)\g; fa f; =0 <= 1 4‘—0 — 4(y—-22)=0 <<= y=2u
fy=2gy ge 9y 2z Ay '
Substitution i den andra ekvationen ger 0 = g(x,2z) = 2 + 2- 42> — 9, dvs (z,y) = %(1,2). Slutligen &r
F(£(1,2)) = £9. \ Svar: famax = f(1,2) =9, fuin = f(—1,—2) = —9. \
4. Kedjeregeln ger
0= _0fox  0foy 051 05w
Ou  Oxdu  Oyou Oxv Oy u?
9z _0fdx  O0f 0y _ ﬁ(,ﬂ) n ﬂ(,l)
v  Oxdv Oydv Ox\ v2 oy\ u/’
Detta ger
0z 0z Of/u u of rv w
— —==(-== —|(=-—=)=0.
u8u+v5‘v C?x(v v)+8y(u u)
5. Beteckna filtets komponenter med P(z,y) och Q(z,y). Vi anvander Greens sats:
oQ 0P y T y y y 1
For=[[ (525 )dedy = [ [ (arctan ¥ + 2 (=) arctan & + ¥ =) dad
j{ r // oz oy xdy // arcanx+1+(y/x)2 22 +arcanx+1+(y/x)2x xdy
r Q Q
. /4 ol 291, 277/4 2
Y r ¥ ™
=2 tan = drdy = 2 crdrde =2 —| | = = —
//arcanxxy ./0 ./Ocprrnp [2]0{2]0 D)
Q
2
™
Svar: —-
var: o

6. I kan skrivas som en dubbelintegral over ett triangulirt omrade D med hérn i (0,0), (2,0) och (2,1):

AT

Omradet D kan alternativt beskrivas som

D:{(x,y):OSxSQ,OSygg}.

e“dm)dy://e“dxdy, D={(s,y) s 2y<z<2 0<y<i}.
D



Omkastning av integrationsordningen ger

2 rx/2 2 z/2 2 z<12
I= / / & dyde = / & (/ dy) dzx = 1/ ze® dz = 1 {e_} = 1(64 —-1).
o Jo 0 0 2 Jo 202, 4

Svar: [ =

(e* —1).

=

7. Gradienten ar definierad endast for skalarfalt och divergens samt rotation &r definierade endast for vektorfalt.
Av de uppriknade uttrycken har ddrmed endast ‘rot grad f’ mening. Man har

i j Kk
0 0 0
rot grad(z’y — zsinz — e¥) = % 3y 92 = (0, —cosz+cosz, 2z —2z)=0.
2zy —sinz z° —e¥ —xcosz

Svar: Endast rot grad f har mening, rot grad f = 0. ‘

8. Beteckna med S; den delen av planet z = 1 som ligger innanfér paraboloiden z = z* + y°, med S, den
delen av paraboloiden z = z? + y2 som ligger under planet z = 1 och med V den kropp som avgrénsas av
S1 och Sz. Vi anvander Gauss’ sats:

//F.Ndsz///dideV:/V//(y+zz)dv.

S1USs 1%

Projektionen av skdrningskurvan mellan planet och paraboloiden pa xy-planet fas ur z =1 = 2 + y2, dvs

ar randen till cirkelskivan D = {(z,y) : 2> + y°> < 1}. Da ges det sokta flodet av (///de = 0 pga

symmetri)
1

SI/UZQF.NdS—é/( /22dz>dxdy—é/(l—(a:2+y2)2)da:dy

z24y?
o ! 11 2m
— —_— 4 . = —_—— — = —
—/0 dgo/o 1—=7")-rdr 27r(2 6) 3

2
Svar: Det sokta flodet ar ?ﬂ

9. Pa skirningskurvan mellan planet och paraboloiden &r z = §(LE2 +9°) =1 —z — y. Kvadratkomplettering
visar att skérningskurvans projektion pa zy-planet ar cirkeln (z + 1)2 + (y + 1)2 =4. Da ar

1—xz—

y
1
V= / dz) dzxdy = 3 4—(x+1)2+(y+1)2> dzdy .
(2+1)2+(y+1)2<4 L (a2+y2) (z+1)24(y+1)2<4
. .. . z+1=rcosyp
Byte till polara koordinater { v+ 1=rsing ger

1 (27 2 1 27 2 7412
V:—/ / (4—r2)-rdrd¢:—(/ dcp)(/ (4—r2)rdr)=7r[2r2——} = 4.
2Jo Jo 2\Jo 0 4o

10. a) Eftersom g—i =1 — xycos(zyz) s& &r F.(0,0,0) = 1 # 0. Detta, enligt implicita funktionssatsen, ar ett

tillrackligt villkor for att ekvationen F(z,y,z) = 0 skall definiera z lokalt som en funktion z = f(z,y) i
nagon omgivning av origo sa att f(0,0) = 0. De partiella derivatorna i origo ges nu av:

F.(0,0,0) 1 — yzcos(ayz)

; O 0 I xr b K — = 71
f2(0,0) F1(0,0,0) 1 — zy cos(zyz) | o.0,0)
70,0 = — (000 1 wzcos(ayz) "

F!(0,0,0) 1 — zy cos(zyz) (0,0,0)
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b) En normalvektor n till ytan z = f(z,y) i punkten (0,0,0) ges av n = (—£,(0,0), —£,(0,0),1) = (1,1,1).
Normalvektorn n ar dven riktningsvektor till den stkta normallinjen L till ytan i denna punkt. En param-
eterframstéllning av normalen &r saledes L : (z,y,2) = (0,0,0) + tn =¢(1,1,1), t € R.

c) Riktningsderivatan Dy f = £, i punkten (0,0) ges av
f\ll(ovO) = Vf(O, 0) V= ‘vf(070)| |V| cos v

dér |v] = 1 och ¥ &r vinkeln mellan V f(0,0) och v. Déarmed far riktningsderivatan sitt storsta vérde for
9 =0:
£0(0,0) S |VF(0,0)] = (=1, =1)| = V2.

Svar: b) (z,y,2) = t(1,1,1); ¢) V2.

11. Funktionen f(z,y) = (42 + axy + y*)(x + a) ir ett polynom som sammanfaller med sin Taylorutveckling
kring origo. Eftersom termer av ordning 1 saknas, si ir f,(0,0) = f£,(0,0) = 0 och dérmed &r origo en
kritisk punkt for alla virden pa konstanten a. Man utléser &ven de andra derivatorna:

A= f2(0,0)=8a,  B=f,00)=a’,  C=f;,(00)=2a
Dérmed ar
—4 < a <0 medfér att origo ar en lokal maximipunkt;
AC - B® =d*(16 — d°) = 0 <a<4 medfor att origo ar en lokal minimipunkt;
la] >4 medfor att origo &r en sadelpunkt.
Slutligen har man fér a = 0 och a = £4 (notera att f(z,y) = f(x,y) — f(0,0) eftersom f(0,0) = 0):
-4, f(z,y) =2z — y)2(x —4) <0 ien omg. av origo, dvs origo &r ett (icke-strangt) lok. max.
a= 0 , f(z,y) = z(42”® + y°), dvs origo &r en sadelpunkt ty f vixlar tecken i varje omg. av origo
4 | flz,y) =2z + y)2(x +4) >0 ien omg. av origo, dvs origo &r ett (icke-strangt) lok. min.
‘ Svar: Lokal maximipunkt for —4 < a < 0 och lokal minimipunkt f6r 0 < a < 4.
12. a) Pa y-axeln ar f(0,y) = 0. Alla andra linjer genom origo skrivs pa formen y = kx fér nagot k och da ar

(o ko) e = O(@) =0, 2—0
T, kx) = = = z)— 0, z — 0.
t+ 241+ k32)2 14+ (14 k3z)?
b) Funktionen f ar kontinuerlig i origo om ( %nn( )f(x,y) = f(0,0) = 0. Om man nérmar sig origo
x,y)— (0,0
t.ex. langs kurvan y = —x?/? (y3 = —x2) far man ett annat (observera, endimensionellt) gransvirde &n i
deluppgift a):
4
f(@,—2??) = _x_4 =-1#0.
Darmed existerar inte gransvardet ( lin% )f(:v,y), dvs f &r inte kontinuerlig i origo.
z,y)—(0,0

c) Trots att f inte &r kontinuerlig i origo, existerar de partiella derivatorna f;(0,0) och f;(0,0):

def f(O+h,0)— f(0,0) . 0

=

/! def .. aip—
20,00 = m h — i =0
y act . f(0,04+k) = f(0,0) . 0 _
£,(0,0) = Jim, k =g =0

Svar: b) f ér inte kontinuerlig i origo; ¢)f»(0,0) = f,(0,0) = 0.
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