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DEL A

1. Tangentplanet till en nivayta F(z,y,z) = 0 i en punkt P : (a,b,c) ges av
ekvationen F'(a,b,c)[r —a,y — b,z — c|]T = 0. Hir har vi

Fl(z,y,2) = [eY + ze”, ze¥ + €%, ye® + "] = F'(0,0,0) = [1,1,1],

och vi kontrollerar att F'(0,0,0) = 0. Tangentplanets ekvation &r alltsd z+y+z = 0.

2. De partiella derivatorna till z = y/(1 + 22 — y) &r

0z 2xy 0z 1 Yy

_— = == -—-——— h _ = = .
oz ° (1422 —y)? o¢ Dy “ 1+x2—y+(1+x2—y)2

Insattning visar att (y/2x)z, + yz, = 2.

3. f(x,y) =z +y+4/2y? har derivatan f'(x,y) = [1 — 4/2%y?, 1 — 8/zy?], som
ar noll i (1,2). Andraderivatan (Hesses matris) ar

f”(x,y) _ [facx fzy ] _ [8/3333/2 8/-%'293

b 21
for oy 8 /2%y 24/ary4] och (1’2)_[1 3/2]'

Principalminorerna d&r H; = 2 och Hy = 2. Eftersom bagge ar stringt positiva, ar
det fraga om ett lokalt minimum och inte ett maximum. Svaret ar alltsa nej.

4. Beteckna med E projektionen av omradet D pa planet x = 0. Olikheten
ly| + 2|z] < 2 beskriver parallellogrammen med hérn i (£2,0) och (0, £1). For fixt
(y,2) € E varierar z fran —1 till 1. Darmed fas

///D 22dadydz = //E (/11 xde> dydz = ;//Edydz,

Men arean av E dr 4 enheter, varmed ffD 22dV = 8/3.



5. Eftersom \/z2 + y2 + 22 = 2 pa hela ytan S, ar integralen lika med % []sds,

d v s halva arean av S. Arean av en yta uttryckt som z = z(z,y) kan berdknas

med formeln [[ /1 + 22 + 22dzdy, och i vart fall galler

- _ /4_ 2 _ 42
P2+ =4 o s=4—22—y2 = o z/ m2 y2
zy=—y/\A—2?—y

Déarmed fas
2
// area // v +y dxdy—
\/;v2+y T2 2 22 4y2<1 -

B // dxdy / / rdrdgp _or / rdr
e2iy2<1t VA —22—y2 Jr=o 4 —r? 0 V4 —r?
4

= 7T/ s7V2ds = 2m(2 — V/3).
3

Vid * inférs planpolédra koordinater enligt

- <r<i1
“ TC,OSSO = dady = rdrdey, Osrs
Yy =rsiny 0<p<2m

och vid xx gors variabelsubstitutionen s =4 —r? = ds = —2rdr, s: 4 — 3 .

6. Vi skall berdkna fL Pdz + Qdy, dar P = 22 arctanz och Q = ysiny. Men d&
ar Qz — P, = 0. Eftersom P, (), P, och @, dessutom &r kontinuerliga i hela R2, kan
vi utan att féorandra integralens virde vilja en annan integrationsvig. Vi véljer det
rata linjesegmentet mellan (0, —1/2) och (0,1/2),dvsz =0,y : —1/2 — 1/2,

som ger

1/2 1/2
/ Pdx 4+ Qdy = / ysinydy = 2/ ysinydy = {partialintegrera} =
L ~1/2 0

1/2 1/2 o1 1
= [2y(—cosy)]y 2(—cosy)dy = 2sin 5 —Cos5.
0

7. Har ar det lampligt att anvinda Gauss’ divergenssats. Vektorfaltet F' har kon-
stant divergens, divF =1—1+1 =1, varfor

//S8DF-NdS:///Ddidevz///dezvolym(D),

dir D = {(z,y,2) € R? | 22 + y? < 1,22 + 4% < 2 < 1}. Planet z = 1 utgér den
Oovre begransningsytan och omradets volym fas darfor som

1 o 1
// (1—2%—yHdady = / / (1 —r?)rdrdp = 27r/ (r —r3)dr =
z2+y2<1 r=0 J =0 0

Symbolen x har samma innebérd har som i uppgift 5.
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8. Vi vill minimera f(z,y,2) =z +y+ 2 da g(z,y,2) =22+ 32 +22-1=0
och h(z,y,z) = x—y—2z—1=0. For att underlatta berdkningarna borjar vi med
att sl& samman de bada bivillkoren till ett. Av h(x,y,z) = 0 f6ljer z =y + z + 1.
Inséttning i g(z,y, z) = 0 ger villkoret

V2214224 20+ 22402+ 22=1 © Gy, 2)=y*+ 22+ yz+y+2=0.
Vi sétter in x =y + z+ 1 dven i f och far

fl,y,2)=fly+z+1,y,2) = F(y,z) =142y + 2z.

Det ursprungliga optimeringsproblemet &r alltsd ekvivalent med att minimera
F(y,z) =1+ 2y + 2z under bivillkoret G(y,2) =% + 22 +yz+y + 2 = 0.
Vi vet att gradienterna

Fl(y,2) =[2,2]7 och G'(y,2) =[2y+22+1Ly+2:+1]"

maste vara parallella i ett optimum. Detta &r detsamma som att 2y + z 4+ 1 =
y+2z+1ellery = z. Men G(y, z) = G(y,y) = 0 ger d& y(2+3y) = 0, med l6sningar
y = 0 eller y = —2/3. Detta motsvarar punkterna (1,0,0) och (—1/3,—-2/3,—-2/3),
dar f(z,y,z) har viardet 1 respektive —5/3.

Det aterstar att motivera att det funna véardet verkligen &r det minsta méjliga,
alltsé att det existerar en I6sning till minimeringsproblemet. Funktionen f &ar konti-
nuerlig och den méngd som definieras av de bada ursprungliga bivillkoren &r sluten
och begrinsad. Enligt sats 13.2 i Adams antar f d& bdde maximum och minimum.
(Detta resonemang ingér inte i fordringarna for full poang pa uppgiften.)

En alternativ 16sningmetod ir att utgd fran kravet att gradienterna

fl(x,y,2)=[1,1,1]7, ¢(x,y,2) =[22,2y,22]7 och h(z,y,2z)=][1,-1,-1]T

ar linjart beroende i ett optimum:

1 1 1 2 0 0
det | 1 -1 -1 | =det| 1 -1 -1 |=2(-24y) =0 y=-=z
x oy oz r oy oz

g(z,y,y) =22 +2y*> —1=0o0ch h(z,y,y) =2 —2y—1=0ger nu z = 2y + 1 och
92y + 1,y,y) = 2y(3y + 2) = 0. Resten av 16sningen &r identisk med den forsta.

DEL B

9. Viser att (z,y) € D precis d& (u,v) € E = {(u,v) |1 <u<2/1<v<2}.
Jacobideterminanten fas som

Y T

dr —2y

‘G(U, v)
varmed dudv = 2(222 + y?)dxdy. Vid variabelsubstitutionen 6vergar integralen i

o(x,y)
/[ wy(2et + o) | [ Rawan = 1 e = 31
T —yz YT Ly T T

=422 + 2%,




10. Om vi kallar P(z,y) = (24 1/2%)eV " och Q(z,y) = —e¥ " /z, ses att

1 1
- ﬁey_xQ + ;(—Q:L‘)ey_w2 =0.

Py(l‘,y) — Qz(z,y) = <2 + %) vz

Eftersom P, Q, Py och Q. &r kontinuerliga utom i origo, kan vi deformera integra-
tionsviigen. Ett bekviimt val &r kurvan C = {(x,y) |y = 22,2 : 1 — 2}, dy = 2zda:

2 11 177 1
/de+Qdy:/de+Qdy:/ <2+—2——2m>dm: {——} =_.
I c 1 T T x|, 2

11. Vi anviander Gauss’ divergenssats. divF = 2z + 0 — 2z = 2(z — 2), s att

//SZBDF.NdS:///DQ(x—z)dxdydz:

1/2 pl-2x
— _ 2! — _ 2 —
= /Aﬂgl (222 = %], dady = /xo /0 (—1+ 22 + 22y +y°)dydz =
>0 = Y=

12 1 9 4 5
= — S 43z — 42’ 4 23 ) dr = ——.
/0 <3—|-;1: x+3x>x 18

12. Problemet ar att finna storsta och minsta vardet av

d(z,y,z) = /22 + y? + 22

under bivillkoren 2zy + 22z + 2yz = 6 och z,y, 2z > 0. Cauchy-Schwarz’ olikhet,
[, 0)] < |Jull|Jol], tilimpad pa u = (2,5, 2) och v = (y, 2,z) ger

wy+xz+yz =3< Va2 +y2+ 22y + 22+ 22 = d(x,y, 2)°.

Séledes kan d(z,y,2) bara anta virden som ar > /3. Vi visar nu att alla sadana
virden ocksé antas. Vilj y = z € (0, 1] och sétt in i sambandet ovan:
—y° B-v°)

2
2 _ 2 _
2y OCh d(xa y7 Z) - 4y2 + 2y - f(y)

3
Y +2y=3 & x=

Viser att f(1) =3 och f(y) — oo dd y | 0. Eftersom f ar en kontinuerlig funktion
pa (0, 1], antar den alla mellanliggande varden. Detta visar att d(x,y, z) antar alla
virden i intervallet [v/3, 00).



