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Brak och brakrikning

Om du tycker att du behirskar brakrikning sa behover du inte ldsa det hér
och om du upptécker efterhand att du behover repetera, sa kan du alltid ga
tillbaka och gora det. Observera att det dr meningen att du skall rikna for
hand. Du far gidrna anvinda ridknare for att kontrollera och jiamfora, men du
skall i forsta hand arbeta med papper och penna; det &r ju brakrikning och inte
knapptryckning du skall tréana.

Ett rationellt tal &r ett vanligt brak, dvs ett tal av formen a/b dir a och b dr
heltal® (sjilvklart méste b # 0 eftersom man inte kan dividera med 0). Exempel
ar 1/2, 2/3, —5/4, 101/64 och 7. Observera sirskilt att alla heltal &r rationella
tal - man kan ju skriva 7 = 7/1, om man vill. T talet a/b kallas a tdljare och
b nimnare.> Ordet "tiljare” kommer av ett gammalt ord for rikna, ”télja”,
och "ndmnare” kommer av ”att nimna” (nagot vid namn). Det &r precis sa
man skall tinka pa ett brak, sig 2/7: Téljaren 2 riknar hur manga man har och
nidmnaren 7 beréttar vad det dr man har, i det hir fallet sjundedelar. 2/7 betyder
alltsa tva stycken sjundedelar, tva sjundedelar. Man kan siga att ”sjundedel”
dr enheten och tvaan i téljaren siger hur manga enheter man har. Den hir lilla
sprakliga utvikningen kanske verkar tramsig, men den &r faktiskt ganska bra
att ha i bakhuvudet nédr man vill férsta vad brak &r och hur man réknar med
dem. Nér man tédnker pa talet 2/7 som tva stycken sjundedelar, s& inser man
omedelbart att

1 1
— =2.= och allmant att g:a-f.

7 7 b b
Detta ger ocksa
4 1 1 2 . ac c
?—4?—22?—2?, dvsallmant ?—a b

Tva viktiga ”operationer” pa brak ar forlingning och forkortning. Att forlainga
ett brak betyder att multiplicera téljare och nimnare med samma tal och det
viktiga i sammanhanget ar att detta inte dndrar talets virde. I en formel skrivs
det har

a ac

a_ac 1

b bc (1)

Hér har vi forlingt braket a/b med ¢. Om man ldser likheten fran hoger till
vénster istéllet sa har vi & andra sidan ett exempel pa en férkortning av ett

1Heltalen &r 0,+1,+£2,43,.... Talen 0, 1,2, 3, ... kallas naturliga tal.
2Minnesregel: téljaren i toppen och nimnaren dir nere.



brak. Hér ar ett par exempel:

2 2.3 6 6 6-7 42

5 5-3 157 13 13.-7 91’
Ett sarskilt viktigt exempel ar

Hur kan man forsta och motivera att braken a/b och ac/bc betyder samma tal?
Jo, ténk t ex pa talet 1/7 och ténk nidrmare bestdmt pa det som en sjundedels
tarta. Det gar forstas sju sadana bitar pa en tarta. Om vi delar varje sjundedel
pa mitten sa far vi 14 stycken fjortondels tartbitar och varje sjundedel bestar
av tva stycken fjortondelar. Alltsa maste

1 1 2
Z—9._ =
7 14 14
Eftersom hélften av en sjundedel dr en fjortondel, sa har vi d&ven
1 1 1 a a
—/2=—=——; allmint —/c=-—.
/2= g gy elmant g/e=g

Nér man i praktiken arbetar med rationella tal sa strivar man ofta efter att
ha dem pa en form dér man inte kan forkorta langre. Exempelvis féredrar man
formen

2 framfor E

3 21
Det finns situationer i vilka man har behov av att forlinga, men ofta stravar
man som sagt mot den hir fullstindigt forkortade formen. Det finns metoder
for att avgdra huruvida ett brak &r fullsténdigt forkortat (som man till och med

kan arbeta med utan dator eller riknare; de var kinda redan under antiken!),
men de &r inte intressanta for vart vidkommande.

Vi ar nu néstan redo att multiplicera brak. Hur skall man uppfatta exempelvis

Lat oss ett 6gonblick ersitta 3/5 med ett godtyckligt tal 2 och fundera 6ver vad
L. 2 kan vara. Om vi multiplicerar det hér talet med 2 sa far vi

2
1 21 2
2 -y =— yr=—-x=1-0==x
2 2 2

och hérav drar vi slutsatsen att % - maste vara hélften av z, dvs
1
—-x=ux/2.
5 /

Om z = 3/5 sa betyder detta
3 3

3
5/ 5-2 10

DN =
ot W



Den allménna formeln fér brakmultiplikation blir

Cc ac ac

“db db  bd

= q -

Cc c
a—aa/b—a

SRS}
Ul o
[~

Notera att den hér formeln sa att sdga innehaller formeln for férlingning:

@e_@ 2 c_ac
b b b ¢ be

Division av ett brak med ett annat &r inte heller nagon konst: Talet

_a / ¢
V=% /4
bér ju ha egenskapen att om vi multiplicerar det med c¢/d, sa far vi a/b,

Y- b

IS

Men enligt formeln fér multiplikation géller

ad c ade

be d - bed

och forkortar vi i hogerledet med cd sa far vi

ad c a

be d b

a /c ad
y_E/E_E'

Det aterstar att reda ut hur man adderar rationella tal. Om nadmnarna &r lika
sa ar det enkelt:

Alltsa maste

2 n 5 245 7
9 9 9 9

T ord kan man uttrycka detta: om man har tva enheter av nagot (t ex #pplen
eller niondelar) och lidgger till ytterligare fem enheter, s har man sammanlagt
24 5 = 7 enheter (dpplen eller niondelar). Men vad blir exempelvis

5 7

— —?

12 + 22
Om vi fortséitter att tala i termer av ”enheter” som ovan, sa maste vi hér ersitta
enheterna tolftedelar respektive tjugoandradelar med en gemensam enhet, eller
med andra ord uttrycka dem i en gemensam enhet. Hur hittar vi en sadan? Jo,
genom att forlinga de bada braken. Forling 5/12 med 22 och 7/22 med 12:

) 7 522 712

1272122 T2 12



Nu har vi samma nédmnare, ndmligen 12 - 22 = 264, och vi kan addera:

5 07 5-22+47-12 194

2T T 12 e
Den allménna formeln fér brakaddition blir pa samma séitt

ad be ad + be

a + = +

b d bd bd  bd

Hér krivs ett par kommentarer. For det forsta &r slutresultatet 194/264 inte
fullsténdigt forkortat t ex eftersom bade tdljare och ndmnare ar delbara med 2:

lo4 _194/2 o7
264 264/2 132

vilket rakar vara fullstdndigt forkortat. For det andra &r 12 - 22 inte den minsta
mojliga ndmnaren. En mindre ar 132, vilket man ser genom rékningen

5) 7 5-11 7-6 55 42 97

2% 111 Tw6 132 132 132

I vart arbete i den hér kursen finns det dock ingen anledning att sténdigt strava
efter den hir ”"minsta gemensamma ndmnaren”. Till sist skall vi ge ett par
exempel och varna fér nagra fallgropar.

Exempel:

1 12 1 2 15 2:2 15-4 11
2 35 2 15 2-15 2.15 30 30

Lagg mérke till i vilken ordning rékneoperationerna skall utforas: forst multi-

plikationen 1 - % och dérefter subtraktionen. Skilj alltsa noga mellan

3
1 1 2 1 1)\ 2
77777 och ——=]:=.
2 3 5 <2 3> 5

Vad blir forresten det senare braket?

Exempel: I ett uttryck som
b+c
a-
d

fungerar brakstrecket som en parentes. Uttrycket d&r med andra ord lika med

d —  d

alb+c¢) ab+ac

Ibland ser man tyvérr den felaktiga utrikningen

ab+c_ab+c
d ~ d




men den ger egendomligheter som t ex

, 3_, 03 2043 3
5 5 5 5

Exempel: Ett annat fel som man ser da och da ar en vansinnig form av brak-
addition, namligen

2 3 243 5

T 547 120
alltsa addition av téljarna respektive ndmnarna for sig. Anvénder vi den hér
"metoden” pa summan 1/2+ 1/2 sa far vi

1+1_1+1_2 1
2 2 242 4 27

vilket ju faktiskt &r ren galenskap!

Nér man har lart sig rikna med rationella tal sa dr steget till att arbeta med
uttryck som

a + be

d+ e?
inte alls langt och i sjélva verket har vi ju redan gjort det ovan, fast da latsats
att bokstédverna star for olika heltal. Men det &r forstas inget som hindrar att
de star for andra typer av tal eller ar variabler:

11
4 _ar e _l0-®¥)fex _ a-z _ 1
x—a x—a x—a ax(x — a) ax

(Just den hér lilla rdkningen har man glddje av nidr man skall derivera funktionen
1/z.)

Men varfor i hela virlden maste man halla pa att lira sig att rdkna med brak?
Kan man inte 6verlata detta trista arbete till en rdknare eller i svara fall en
dator? Svaret dr bade ”jovisst, lat en maskin gora jobbet” och "nej, man maste
kunna gora det sjélv for hand”. Det finns absolut ingen anledning att utfcéra

berdkningar som
3 ° 4711
65537 666

med penna och papper; det gor en maskin bade snabbare och séikrare. Vore det
bara i sadana utrdkningar och uttryck man stotte pa brak, sa skulle man utan
problem kunna strunta i att ldra sig att rdkna med dem. Men nu &r det faktiskt
sa att brak av olika typer (rationella tal eller uttryck med variabler) dyker upp
pa alla mojliga stéllen i bade matematiken och i tillampningarna och da géller
det att veta hur man skall hantera dem. Hér ar ett enkelt exempel fran kemin:
Lat oss skriva reaktionen mellan dttiksyra HAc och vatten som

HAc + Hy0 — Ac™ + H;0™



(Ac &r alltsa en forkortning for gruppen CH3COO). Om vattnets koncentration
kan betraktas som konstant (dvs koncentrationen av dttiksyra inte dr for stor)
sa Ar
[H30T][Ac™]

[HAc]

en konstant, den s k syrakonstanten fér HAc. (Hakparenteserna betyder kon-
centrationer.) Redan hir har vi alltsa ett kemiskt exempel pa ett brak! Om vi
till attiksyran sétter t ex natriumacetat NaAc, sa kommer det att 16sa sig och
acetatjonerna Ac~ att reagera enligt

K,(HAc) =

Ac™ +Hy0 « HAc+ OH ™,
dvs de reagerar som baser. Baskonstanten for acetatjonen &r

Ky(Ae™) = [HA[;]f]H]

Om vi anvéinder reglerna for brakmultiplikation och férkortning sa far vi

K,(HAC)K,(Ac™) = [HsO"][AcT] ) [HAc][OH™]

[HAc] [AcT]
_ [H30T][Ac™][HAC][OH]
[HAc][Ac™]
= [HSO+][OH_]v

vilket brukar kallas vattnets jonprodukt och betecknas K,,. Vi har saledes be-
visat att
K,(HAc)Ky(Ac™) = K.

Lagg maérke till att vi faktiskt anvidnde brakrikning pa ett visentligt sitt i
hérledningen! Vi kommer att se massor av exempel pa hur brakrikning dyker
upp vare sig man vill det eller ej i matematikkursen. For att man skall hinga
med i alla sadana rikningar racker det inte att man vet hur man riknar ut t ex
1/241/3 med hjilp av sin riknare. Brakrikningens mysterier maste helt enkelt
sitta i ryggmérgen och det enda séttet att fista dem dér dr att rdkna Gvningar
och 16sa problem, hur trist, trakigt och motbjudande det &n kan verka.

En fraga som tal att diskuteras dr om det ricker att memorera sjilva formler-
na for addition, multiplikation osv av brak eller om man skall striva efter att
forsta dem i en djupare mening (och kunna hirleda dem sjilv). Visserligen dr
" forstaelse” ett notoriskt komplicerat begrepp, men jag vill nog hidvda att det &r
det senare man skall striava efter. Om man bara memorerar formlerna sa &r det
mycket litt hint att man gor fel (minnet &r ju hos de flesta av oss behiiftat med
en hel del skavanker!), medan man om man har forstatt varfér formlerna ser ut
som de gor l4tt kan rekonstruera dem om man skulle raka glomma dem. Den hér
anmérkningen géller naturligtvis mycken annan matematik &n just brakrékning
(inte bara matematik, forresten).



Till sist vill jag ge ytterligare nagra sprakliga kommentarer och den forsta géller
ordet brak. Jag nimnde i borjan varifran orden téljare och ndmnare kommer och
det kan kanske vara av ett visst intresse att veta vad rationella tal har med brak
att gora. Ordet ”brak” har med "bryta” att gora. Att braka lin betyder att
man bryter (eller krossar) fibrerna i linet och forr i tiden fanns det en ohygglig
avrittningsmetod som kallades radbrakning och som innebar att man krossade
benen i kroppen pa den domde. Nufértiden nojer vi oss med att radbraka hjarnan
nér vi exempelvis riknar med brak. Anledningen till att uttryck som 2/3 kallas
brak &r att man uppfattade dem som att tiiljaren (2) har brutits sénder i tre
delar. Det forekommer i gammal litteratur att brak dven kallas brutna tal och
pa tyska sdger man ibland gebrochene Zahlen. Att braken dven kallas rationella
tal har inte direkt att géra med att de skulle vara speciellt férnuftiga, utan det
latinska ordet ratio betyder helt enkelt forhallande (ordet finns ju f 6 pa engelska
ocksa).



