Andragradspolynom och kvadratkomplettring

Kvadratkomplettering &r ett séatt att studera andragradspolynom, dvs funktioner
av formen f(x) = az?+bx+c. Man kan exempelvis vara intresserad av huruvida
funktionen har nagot storsta eller minsta viirde, for vilka virden pa z som f(x)
dar 0 osv. Att bestdmma nollstéillena till f &r forstas detsamma som att 16sa
andragradsekvationen az?+ bz +c = 0. Ofta l6ser man en sadan ekvation genom
att séitta in i den s k ”p, g-formeln”, och sambandet mellan de hér tva metoderna
ar att formeln hérleds och bevisas med hjilp av kvadratkomplettring. Det &r
med andra ord kvadratkomplettering som &r fundamental och den ger dessutom
mer information &n p, ¢g-formeln.

Vi later f(x) = ax? + bx + ¢ och antar att a # 0, eftersom f inte dr nagot
andragradspolynom da a = 0. Vad kvadratkomplettering gar ut pa ar att skriva
f pa formen f(z) = a(z+ 3)? ++, diir o, B3 och ~ dr nagra tal som beror pa f:s
koefficienter a, b och ¢. Om man utvecklar med kvadreringsregeln sa far man
att

a(a:Jrﬁ)z+fy:04(12+25x+52)+7:ax2+2aﬂz+aﬁ2+’y.

Vi vill nu att det hér skall vara lika med ax?+bx+c och jamfor vi koefficienterna
for de olika potenserna av x sa far vi de tre sambanden

a=a, 206=>b, af’+~y=c

Talet « &r tydligen bestdmt redan hiir och det andra sambandet ger 8 = b/2a =
b/2a. Det tredje ger slutligen

b\’ b2 dac—b?
- 2 _ .. = -—Cc— — = —
y=c-af=c-a (2a> 4a da

Inséttning ger
b\*  dac—b?
f(x):axz—i—bx—i—c:a(x—ﬁ—m) —1—%.

Man skall inte forscka ldra sig de hér formlerna utantill, da blir det bara fel,
utan det man skall koncentrera sig pa dr metoden.

Exempel: Om f(x) = 222 + v — 1 sd dra = 2, b = 1 och ¢ = —1, si den
kvadratkompletterade formen ar

2 L9 (_ 12 2
f(z)—2<x+2%2) +42§l.12)1—2<x+i> —%

Nér man i praktiken kvadratkompletterar ett andragradspolynom sa kan man
ga tillviga som ovan, men ofta gor man i stéllet pa foljande sétt. Lat t ex
f(x) = 2% — 62 + 8. Skriv forst f(z) = 22 — 2 -3z + 8 och ligg till och dra ifran



kvadraten pa halva koefficienten for =, dvs 3: f(x) = 22 —2-32+3%—32+8. Nu é4r
enligt kvadreringsregeln 2% —2-32+32 = (z—3)?, varfor f(r) = (v—3)2—3%2+8 =
(x — 3)? — 1. Om koefficienten for 2 inte #r 1, sa bérjar man (som ovan) med
att bryta ut den. Exempelvis far vi

f(x)
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Vad kan man nu anvinda kvadratkomplettering till? Lat oss atervénda till ex-
emplet f(z) =1—2z—32%. Av den kvadratkompletterade formen f(x) = 4/3 —
3(x+1/3)? ser vi omedelbart att f(x) < 4/3 for alla z eftersom 3(z+1/3)2 > 0
for alla z (kom ihag att kvadraten pa ett reellt tal alltid & > 0!). Vérdet 4/3
antas av f for x = —1/3 och for inga andra virden pa x. Med andra ord &r f:s
storsta viirde lika med 4/3 och det antas bara for x = —1/3. Det &r vidare litt
att bestdmma f:s nollstillen, vilket forstas ar detsamma som att 16sa ekvationen
f(z) =1 -2z — 32% = 0. Fér den hiir ekvationen betyder detsamma som

1 +12 0 el +12 1
- — - = T -] =-.
3 T3 a3 9

Drar vi kvadratroten ur bada leden sa far vi

oIl s oo 1a?
Tt g = g = t3 ochalltsd z=-ox.
Nollstédllena till f (dvs losningarna eller rotterna till ekvationen f(z) = 0) dr

saledes
1 2 1 1+2 1
= = — — = — To = —— _ = —.
1T T3 T T3 T3 T3

Om f(z) = 2% + px + ¢ ir ett allmént andragradspolynom (i vilket 22 har
koefficient 1) far vi foljande kvadratkomplettering:

2 2
f@) = a®+prtq=at+2- 2o+ (2) - (5) +q

GO Ry

Ekvationen f(x) = 2% + px + ¢ = 0 betyder siledes detsamma som

(8- @)



och om hogerledet (p/2)? — ¢ &r > 0, s kan vi dra kvadratroten ur bada leden

och far
p_ P\? __P (E)Z_
x+2—:i: (2> q eller x= 2:I: 5 q.

Det hér dr den bekanta ”p, g-formeln” och man skall observera att kvadratkom-
plettering och p, g-formeln inte &r tva olika sétt att 16sa andragradsekvationer,
utan att formeln i stdllet foljer av kvadratkomplettering. Kvadratkomplettering
dr med andra ord mer fundamental &n p, g-formeln. Vi ser av hérledningen att
om storheten (p/2)? — ¢ < 0 si har ekvationen 22 + pr + ¢ = 0 inga reella rotter
(i avsnittet om komplexa tal skall vi utvidga talsystemet sa att ekvationen alltid
har rétter). Om t ex f(x) = 22 + 42+ 8 sd éir (p/2)2 —q=(4/2)? -8 =4—-8=
—4 < 0, varfor 2% 4 4z + 8 = 0 saknar reella rétter.

For ett allmint andragradspolynom f(z) = axz? + bx + ¢ far vi med hjilp av

ovanstaende
(weivi)=o(Cm) () )
alz"+-—+—-)=al|l|lz+=) — |57 T
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Med hjalp av kvadratkomplettering kan man som vi sag ovan bestimma det
storsta och/eller minsta vérdet av ett polynom f. Om koefficienten a > 0 sa dr
a(z+b/2a)? > 0 for alla x, sd att f(x) > (4ac—b?)/4a for alla x. Fér z = —b/2a
(men inte f6r nagra andra virden pa x) blir det likhet, sa detta dr f:s minsta
viirde. Nagot stdrsta virde kan & andra sidan inte finnas eftersom a(z + b/2a)?
kan bli hur stort som helst. Om a < 0 dr a(z +b/2a)? < 0 och da har f i stéllet
det storsta virdet (4ac — b?)/4a, som antas for & = —b/2a. Nagot minsta viirde
finns inte.

Ovningar

1. Kvadratkomplettera f6ljande polynom, bestdm deras nollstillen (om det finns
nagra) samt storsta och/eller minsta virde.

a. x2+4x+3 b. 22-2z—-8 ¢ 2022+z-—1
d. 3+ 8z —3x? e. 4z®>—4x+3 f. z2—2x—2
g. 22 —-2/22x+1 h. 1-—z— 22 i oo — 222

2. Bestdm det storsta och minsta virdet som f(x) = 1 — x — 22 antar da
—2<x<3.

3. Summan av tva tal &r 15 och deras produkt d&r —100. Bestam talen.

4. Vad ar storsta mojliga arean av en rektangel som har omkretsen 10 m?

5. Beteckna nollstiillena till f(z) = 2% +px+q med z1 och xo. Visa att 21 +x2 =
—p och att x1z9 = ¢. Visa dessutom att f(z) = (z — x1)(x — z2).



6. Lat f(x) = 22 4+ px + ¢ och visa att om p? = 4q, si har ekvationen f(z) =0
bara en enda rot. Bestdm roten (uttryckt i p och q).

Svar och ldsningar

1.
Kvadratkompl. form Nollstéllen Storsta viarde Minsta virde

a. (z+2)2-1 -1, 3 saknas -1
b. (z—-1)2-9 —2,4 saknas -9
c. 20(x+1/40)%> —81/80 —1/4,1/5 saknas —81/80
d. 25/3 —3(z —4/3)? -1/3,3 25/3 saknas
e. 4(x—1/2)2+2 saknas saknas 2
f. (z—-1)2-3 1+3 saknas -3
g (z-— \@)2 -1 +1++2 saknas -1
h. 5/4 — (z+1/2)? (-1++5)/2 5/4 saknas
i 1/8—2(x—1/4)2 0,1/2 1/8 saknas

2. Det storsta viirde som f antar éverhuvudtaget dr 5/4 enligt 1 h. Virdet
antas for x = —1/2, som ligger mellan —2 och 3. Alltsa dr 5/4 det stérsta
vérde som f(z) antar da —2 < z < 3. Den kvadratkompltterade formen f(z) =
5/4 — (x+1/2)? visar att f viixer dd < —1/2 och avtar d& x > 1/2. Alltsa dr
det minsta virdet dd —2 < x < 3 antingen f(—2) eller f(3). Men f(-2) = —1
och f(3) = —11, sa svaret &dr —11.

3. Lat talen vara a och b, sa att a +b = 15, ab = —100. Vi far b = 15 — a och
inséttning i den andra ekvationen ger a(15—a) = —100 eller a® — 15a — 100 = 0.
Kvadratkomplettering ger (a — 15/2)% — (15/2)% — 100 = 0 eller (a — 15/2)? =
625/4. Alltsa dr a = 15/24+25/2, dvs a = —5 eller a = 20. Inséttningib = 15—a
ger b = 20 respektive b = —5.

4. Lat basen i rektangeln vara « m; da dr hojden 5 — x, s att arean &r A(x) =
r(b—x)=br—2*=—(22-52) = —((x—5/2)% = (5/2)?) = 25/4 — (z — 5/2)2.
Den storsta mojliga arean dr saledes 25/4 och den antas da x = 5/2, dvs da
rektangeln &r en kvadrat.

5. Formlerna =1 + 2 = —p,x122 = ¢ foljer omedelbart ur losningsformeln

z12=-p/2++/(p/2)? — q. Vi far nu

(z—x1)(z —22) = 2° — (21 + 22)7 + 2122 = 2° + pr + ¢ = f(2).

6. Den kvadratkompletterade formen #r f(z) = (z + p/2)? + (4¢ — p?)/4. Om
p? =4q s dr f(z) = (x 4+ p/2)?, som har det enda nollstillet z; = —p/2.



