268 21 LINJARA SYSTEM

21.6. Hur Linjar algebra skapade Google

Linjar algebra ligger bakom den idag mest 6verlédgsna stkmotorn av alla; Google.

Dagens teknik for sékmotorer anvénder algoritmer for linkanalys. Dessa algoritmer bygger
pa teorin for matriser och en av dem mest populdra och mest anvindbara algoritmer for
léinkanalys dr The PageRank algorithm.

Sergey Brin och Larry Page (den senare har gett namn till The Pageranking algoritmen),
tva doktorander vid Stanford universitet, med sin idé om hur en stkning kan ga till lade
1998 grunden for att Google skulle fa det 6vertag och den dominans den idag har bland alla
sokmotorer.

Brin and Page definierade vad som menas med em “viktig” sida, dvs hur rankning av en
sida ska ga till. Deras idé var att

en sida betraktas som viktig om andra viktiga sidor ldnkar till den.

Vi illustrerar grundidéerna med ett enkelt exempel. Antag att vi har 4 sidor som léankar till

varandra enligt figuren nedan

Lat xj, j = 1,2, 3,4, vara rankningen hos sidan j. Ranknigen x; for sida j definieras som
en linjarkombination i rankningen av dem sidor som lankar till just sidan j. Ur figur foljer
att

Figur 21.12.

T = A3r3 + Ay

To = M1 + A3x3 (21.21)
r3 = o2 '
Ty = Aoy +  Aszs

For att linjarkombinationen ska uppfylla dem krav som The Pageranking algoritm stéller

later \/.
)\' = . .
/ a'Ilta]. lénka, ut ran S].dal’] ] ’ ] 17 27 3’ 1

Nagra av dem viktiga idéerna bakom The PageRanking algoritmen i systemet (21.21) &r

e En sida ska inte bli viktig genom att linka till sig sjalv. Darfor ser vi till att x; inte
aterfinns i hogra ledet i forsta ekvationen. Detsamma géller for x5, x3 och x4 som inte
aterfinns i hogra ledet i respektive ekvation.

e En sida ska inte bli viktig genom att linka till s manga andra sidor. Detta ser vi till
genom att i linjiarkombinationen dividerar vi med antal linkar en sida gor.
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e Om sida j inte ldnkar ut till ndgon annan sida sétter vi A\; = 0.

1 1 1
I vart exempel foljer ur figuren att &r Ay = 1= 1, Ao = 3 A3 = 3 och My = 1= 1. Sétter
vi in dessa virden i systemt (21.21) ovan sa far vi att
1 = x3/34 14
xo = x1+x3/3 (21.22)
r3 = T3 '
Ty = CE’2/2 + x3/3
Vi skriver nu ekvationssystemt (21.22) ovan pa matrisform och far
x3/3+ 14 1 0 0 1/3 1 1 1
3?1+JJ3/3 . xo o 1 0 1/3 0 X2 . X2
i) o T3 0 1/2 0 0 T3 o T3
x2/2 4 x3/3 x4 0 1/2 1/3 0 x4 x4
-
Hv =v. (21.23)

Matrisen H kallar vi for hyperlanksmatrisen. Eftersom elemneten h;; i matrisen H ligger
mellan 0 och 1 samt att kolonnsumman &r 1, s #r H en stokastisk matris (se Ovning 7.30).
Dessutom kan elemneten h;; tolkas som sannolikheten att sidan ¢ ldnkar till sidan j.
Rankningen hos varje sida bestédms alltsa av egenvektorn v som hor ihop med egenvirdet
A =11 ekvation (21.23), dvs ekvationen Hv = Av.

Vi bestdmmer nu egenvektorn i (21.22) och far

1 0 -1/3 —1]0

B B -1 1 -1/3 0]0
v=Hve (E-Hv=0& 0 —1/2 1 olo
0 —1/2 -1/3 1]0

som har l6sningen x; = 5t, xo = 6t, x3 = 3t och x4 = 4¢. Vi vill att totala rankningssumman
skall vara 1, dvs x1 4+ x2 + x3 + x4 = 1, och viljer darfor att sidtta ¢ = 18. Darmed far vi

1
egenvektorn —

T . Vi ser nu att sida 2 &r den som &r hogst rankad och ar ddrmed den

= W Oy Ot

mest viktiga.

Det hér var ett litet exempel dar vi hade 4 sidor och dar matrisen H ar typen 4 x 4. 1
allménhet d&r H av typen n x n, dar n &r valdigt stort positivt heltal. Detta far till foljd att
losa egenvirdesproblemet (21.23), dvs

v=Hve (E-Hjv=0

blir ganska svart. Matrisen £ — H kan vara kénslig for storningar, t.ex., avrundningar eller
division med sma tal, sa att Gausselimination inte ger noggranna svar.

Dérfor behdvs det andra idéer for att losa ut egenvektorn i ekvation (21.23). En sadan
metod dr potensmetoden som gar ut pa att l6sa ekvation (21.23) iterativt. Fordelen hér
ar att potensmetoden kriaver endast multiplikation och addition. Detta gar dessutom ganska
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snabbt eftersom matrisen H &r ”gles”, dvs innehaller manga nollor. Potensmetoden &r en
rekursiv metod som med hjilp av en féregaende rankningsvektor "1 och matrisen H
bestéimmer niista rankningsvektor v* via

¥ = Hob 1, k=1,2,3---. (21.24)
Vi behéver dock en startvektor v° for att tillimpa metoden. Lat oss anta att vid starten sa &r
1
. . o 1] 1 e . .
alla sidor lika rankade, dvs v~ = L Vi utfor ett antal iterationer med potensmetoden
1
och far att
8 6 38
1 8 1 9 1 44
1_ 0o_ * 2 _ 1_ 4 3 _ 2 _ L
vEHe=g s s vy =g s U EAY =g o |
5 5 35
44 0.274
1 47 0.331
4 _ 3_ + o 14 _ 13 _
v =S 22 | v =Hy 0.169
31 0.225
Redan efter 14 iterationer ser vi att har tva decimaler rétt niir vi jamfor v'4 med egenvektorn
5 0.278
1 6 0.333 i . . ko T
v=151 3 | ®| 0167 | For att berdkna iteraten v”, sa kan berdkningsverktyg som
4 0.222

Maple och Matlab anvéndas.

Aven potensmetoden ger numeriskt att sida 2 #r hogst rankad.

Det bor dock papekas att det uppstar ett antal fragor i samband med att 16sa egenvektorn
med potensmetoden i ekvationen (21.23). Vi ndmner nedan nagra av dessa som vi inte gar
in pa att svara hér.

1. Har hyperlankmatrisen H ett egenvirde A = 1 med en tillhérande egenvektor v?
2. Konvergerar potensmetoden? Konvergerar den for varje startvektor v°?

3. Om potensmetoden konvergerar, vad konvergerar den mot?



