65

8. Determinanter

8.1. Determinanter av ordning 2 och 3

Vi har i Kapitel 4 om Vektorprodukt sett hur vi till en 2 x 2 matris A = ( ZH 312 )
21 @22

definierat en determinant. Denna determinant har vi betecknat

a1l a2
az1  a22

det A =

samt tillordnat ett vérde via korsmultiplikation:
det A = aj1a92 — a12a91.

Determinantbegreppet dok ocksa upp senare nér vi berdknade volymprodukt av tre vektorer

4l 2 T3
irummet. Omu=| yp; |, v=| y2 | ochw=| y3 | &r givna i ON-bas i rummet,
Z1 ) z3

sa har vi visat i Exempel 4.10 att volymprodukten

T2
T3

Y2 22
Ys z3

T2 Y2

V(u,v,w)=(uxv) w=um v
3 Y3

)

22
' + 21
23

kan ocksa betraktas som determinanten, se formel (4.5):

T Y1 2
det A=| 2o yo 29
T3 Y3 23
till matrisen
I Yy 2
A=1| 22 32 =
T3 Y3 z3

Determinanten blir enkel att rdkna ut da vi ténker oss en utveckling efter forsta raden:

rr o oA
detA = To Y2 22
T3 Y3 23
= (=)' 2, - (den determinant som fas om rad 1 och kolonn 1 stryks)
= (—1)'*2.y; - (den determinant som fas om rad 1 och kolonn 2 stryks)
= (=1)"3.2 - (den determinant som fas om rad 1 och kolonn 3 stryks)
2z T2 %z x
R R et R P

= 361(y223 - yng) - y1(9022’3 - 37322) + 21(3722/3 - wsyz)-
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Nedan kommer vi att pavisa nagra egenskaper hos determinanten.

1. Om tva rader ar lika, t.ex. rad 1 och rad 2, sa &r det A = 0, ty

v b2 R Y2 z2 T2 Z2 r2 Y2
detA = To Yo Zo | = X9 v = — Y2 . ’+z2 sy
3 Z3 3 Z3 3 U3

T3 Ys z3

= 1‘2@223 - y322) - y2(96223 - $3Z2) + 22(302213 - 9031/2) =0.

2. Determinanten dr linjir i raderna:

AT+ px Ay + py Az 4 pz

Z2 Y2 22 =
zs3 Y3 z3
Y2 T2 22 2 Y2
Axr1 + px — Ay + + (Az1 + pz =
(v + )| 2 Oon )| 222 [+ | 22 2
Ay Y2 22 A T2 22 Az T2 Y2 St Y2 22 —py T2 22 Tz T2
Ys 23 T3 Zz3 T3 Y3 Yys z3 T3 Zz 3
1 Y1 A T Yy =z
=Xl w2 Y2 22 |+ p| T2 Y2 22
T3 Ys z3 T3 Ys <3

3. En radoperation &dndrar inte determinantens védrde: om A = 1, x = x2, y = y3 och
z = z9, sa fas

T+ pxe Y1+ py2 21+ p2e 1 Y1 2 T2 Y2 22
T2 Y2 z2 = T2 Y2 22 |t pH| T2 Y2 22
T3 Y3 z3 T3 Y3 23 T3 Y3 z3

det A+ 0 =det A, enligt 1. ovan.

4. Om en rad multipliceras med en konstant A, sa ges den nya determinanten av Adet A,
ty lat =01 2. ovan:

AT Ay Az 1 Y1 21
To Yo 22 |=A| ma yo 29 | = Adet A.
r3 Y3 23 T3 Y3 23

5. A =01 4. ovan visar att det A = 0 sa fort en rad ar en nollrad.

6. Om tva rader i en determinant byter plats &ndrar determinanten tecken:

T2 Y2 22
_ y1 2 1 21 T Y1
r1 Yy 2 = X2 + 22
Y3 23 T3 z3 T3 Y3
r3 Y3 23

= wo(y123 — y321) — y2(x123 — x321) + 22(T1Y3 — T3Y1)

= *961(y223 - y322) + 3/1(9022’3 - 96‘322) - 21(3723/3 - 953?;2) = —det A.
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7. Om A = FE, dvs enhetsmatrisen, sa ar det A = 1, ty

100
010 :1‘1?‘0.‘8?’+0.‘8é’:1_
0 01
8. det A" = det A, ty
T T2 X3 f '
detA® = |yi g oy |=an | P By 2B gy P2
z2 23 zZ1 23 zZ1 23
21 k2 23

= 21(y223 — y322) — x2(y123 — y321) + 23(Y122 — Y223)

.T1<y22’3 — y32’2) — Y1 (CE’QZg — 1‘322) + Z1 (xgyg — l‘gyg) = det A

9. Regel 6. visar att man kan utveckla efter vilken rad som helst genom att byta plats
pa raderna samt halla i minnet att varje byte d&ndrar determinantens tecken. O

Egenskaperna ovan giiller d&ven for kolonner. Regel 8 visar att for att berdkna en determinant,
kan man utveckla langs forsta kolonnen. Detta betyder att reglerna &r fortfarande giltiga
om vi byter rader mot kolonner.

Anmirkning 8.1. Av egenskaperna ovan kan vi dra féljande slutsatser:
1. Determinanten &r linjéar i kolonnerna.
2. Kolonnoperationer dndrar inte determinantens vérde.
3. Determinanten dndrar tecken om tva kolonner byter plats med varandra.

4. Om en kolonn multipliceras med en konstant A, sa ges den nya determinanten av

Adet A.
5. determinanten dr 0 om tva kolonner ar lika

6. determinaten dr 0 om en kolonn ar en nollkolonn.
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I exemplen som foljer belyser vi ovanndmnda egenskaper hos determinanten. Vi borjar med
en 2 x 2-determinant.

2

Exempel 8.2. Determinanten for A = < 6 8

) beraknar vi via

detA—‘ ‘—2~8—6~4——8.

6 8

Verifera nagra av egenskaperna ovan for det A.

Losning: a) Radoperationer:

2 4 2 4
detA‘6 8'{rad2—3xrad1}'0 _4‘—8.
b) Kolonnoperationer:
2 4 2 0
detA—‘ 6 s ’—{kolonn2—2><kolonn1}—‘ 6 _4‘——8.
c) Bryt ut ett tal ur en rad:
2 4 1 2 2
danm|? d|=o|t 2 |oan]1 2|2 s
d) Bryt ut ett tal ur en kolonn:
2 4 1 4 2
aa=| g g |-z |-z s |-
O
1 2 3
Exempel 83. Lat A=| 4 5 6
789

Losning: a) Utveckling efter rad 1: Se Exempel 4.11, dér har vi visat att det A = 0.

b) Utveckling efter rad 3:

1 2 3
detA=|4 5 6|=(-1*7 |2 3 | pnpzs |l 30|t 2o
5 6 46 45
7 8 9
¢) Utveckling efter kolonn 1:
1 2 3
5 6 2 3 2 3
— _ (_1\1+1 4. _1\2+1 )3+l _
R - 1'8 9‘“ Y 4‘8 9'“ ) 7‘5 6‘ .

78 9
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d) Utveckling efter kolonn 2:

1
4 1 1
det A = 471 . . 4

oo Ut N
O O W

:(_1)1“.2.‘ S‘+(—1)2+2'5" S‘+(—1)3+2-8~‘ 2‘:0.

Nu nér vi har sett hur vi utvecklar efter en godtycklig rad eller kolonn ska vi se hur effektivt
det &r att kombinera det med rad- eller kolonnoperationer. Vi skaffar oss sa& manga nollor
som mojligt i en rad eller kolonn:

e) Vi skaffar nollor i kolonn 1 genom radoperationer:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
detA=]4 5 6|=|0 -3 -6|=|]0 -3 —-6|=|0 -3 —6|=0,
7T 8 9 7T 8 9 0 —6 —12 0O 0 0

efter en utveckling efter rad 3. Ny rad 2 = —4 x rad 1 + rad 2.

f) Vi skaffar nollor i rad 1 genom kolonnoperationer:

1 2 3 1 0 3 1 0 0 1 00
detA=14 5 6|=|4 -3 6|=4 -3 —6|=|4 -3 0|=0,
7 89 7 =6 9 7T —6 —12 7 —6 0

efter en utveckling efter kolonn 3. Ny kolonn 2 = —2 X kolonn 1 + kolonn 2.

Vi kan ocksa bryta ut ett tal som finns pa alla platser i en rad eller i en kolonn. T.ex, sa
kan vi bryta ut talet 3 ur kolonn 3:

g) Vi bryter ut ett tal ur rad eller en kolonn:

1 2 3 1 21 1 2 1 1 2 1
detA=|{4 5 6|=3-1{45 2|=3-1]0 -3 -2|=3-/0 -3 -2|=3-0=0,
7T 8 9 78 3 0 -6 —4 0 0 O

dar vi har brutit ut 3 fran kolonn 3 samt skaffat nollor i kolonn 1. O



