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Vilkommen till kursen

Vad gjorde att Elin blev intresserad av matematik?

e Titta pa videon déir Elin Ottergren, mentor pd kursen
| och tidigare "ndit"student, berdittar om hur hennes
A 1natematikinstresse vicktes.

Starta videon "Hur Elin blev intresserad av matte"
(http://smaug.nti.se/temp/KTH/film6.html)

Nu finns ett enkelt sitt att komma bittre rustad till dina
hogskolestudier.

Den hir kursen ér till for dig som ska ldsa ett program dir matematik ingér, och som
vill vara ordentligt forberedd infor kursstarten. Kursen &r ocksa bra for dig som av
andra anledningar vill frdscha upp dina kunskaper i matematik.

Kursen ér en 6verbryggning fran gymnasiet in i hogskolan och ar en pdbyggnad till
Forberedande kurs i matematik 1 (http://wiki.math.se/wikis/sf0600 0701/) . Aven
om du klarat matematiken mycket bra tidigare rekommenderar vi dig att ldsa
kursen. Den beréttigar till studiemedel och kan ldsas helt via Internet. Kursen ges i
samarbete mellan flera av landets hégskolor och centret MATH.SE.

Du bestdmmer sjalv nér du vill studera och kan litt anpassa studierna efter dina
Ovriga planer.

Anmiilan och tillgang till forum, support, examination och personlig mentor

Kurslitteraturen ar 6ppet tillgénglig via Internet. Anmélan till kursen sker
fortlopande under aret genom ett elektroniskt formulir pa www.math.se och du far
da direkt ett anvindarnamn och I6senord som ger tillgang till allt kursmaterial,
diskussionsforum, support, uppfoljning och prov. Du far ocksé en personlig mentor
som hjélper dig att lyckas med dina studier.

Handledning och examination

Du kan nér som helst pa nitet diskutera med studiekamrater, stilla fragor och fa
handledning av ldrare. Examination sker via Internet efterhand som du arbetar med
kursen. Vissa av vara hogskolor erbjuder handledning och satsningar pa plats som
komplement till det som sker pa Internet.

Copyright 2007 MATH.SE



Observera att materialet i denna Kurs éir utformat
for att man ska arbeta med det utan hjilp av
miniriknare.

Nér du kommer till hégskolan kommer du ndmligen inte
att fa anvidnda minirdknare pé dina "tentor", atminstone

inte pa grundkurserna. P4 hogre kurser i matematik har Roliga pussel med tal
man knappast nagon anvindning fér minirdknare, hittar du bland annat p&
eftersom matematiken dd mer handlar om att forsta Puzzel Playground
principer #n att utfora rikneoperationer. Det dr (http://www.puzzles.com/

exempelvis viktigare att férsta varfor 7 + 3 dr detsamma
som 3 + 7, dn att kunna utféra additionen och fa fram
svaret 10.

Sa hir lyckas du med kursen

1.
2. Arbeta sedan med 6vningsuppgifterna och forsok att 16sa dem utan

. G4 dérefter vidare och svara pa fragorna i grundprovet som hor till

. Skulle du fastna, se efter om nagon stéllt en frdga om just detta i avsnittets

PS. Tycker du att innehéllet i ett avsnitt kinns véldigt bekant, si kan du testa
att ga direkt till grundprovet och slutprovet. Du maste fa alla rétt pa ett prov, men
kan gora om proven flera ganger, om du inte lyckas pé forsta forsoket. Det ar ditt
senaste resultat som visas i statistiken.

Borja med att 1dsa genomgangen till ett avsnitt och tinka igenom exemplen.

minirdknare. Kontrollera att du kommit fram till ritt svar genom att klicka
pa svarsknappen. Har du inte det, sd kan du klicka pa 16sningsknappen, for
att se hur du ska gora.

avsnittet.

forum. Stéll annars en fraga om du undrar 6ver nagot. Din ldrare (eller en
studiekamrat) kommer att besvara den inom négra timmar.

Niér du ér klar med 6vningsuppgifterna och grundproven i ett avsnitt s& ska
du gora slutprovet for att bli godkénd pa avsnittet. Dér giller det att svara
rétt pa tre fragor i foljd for att kunna ga vidare.

Nar du fatt alla rétt pa bade grundprov och slutprov, sa ar du godkénd pa
den delen och kan ga vidare till nésta del i kursen.

Till detta kursmaterial finns prov och larare pd Internet.

Ger studiepodng. Kostnadsfritt. Foropande anmilan pad www.math.se
Eftertrvck farbjudet utan tilldtelse, © 2007 MATH .SE
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Sa gar kursen till

Aktuella kunskaper dkar dina chanser att lyckas

Kurserna dr en overbryggning frdn gymnasiet in i hogskolan och gar igenom négra
av de basfiardigheter som vi tycker dr viktiga att du har fullt uppdaterade infor dina
hogskolestudier. Du ldaser dem helt flexibelt i den takt som passar dig sjdlv.

Sa hir ar det tinkt att du ska arbeta med kursen:

» Borja med att 14sa genomgangen till ett avsnitt
och ténka igenom exemplen.

m Arbeta direfter med 6vningsuppgifterna och
svara pa frdgorna i grundprovet som hor till
avsnittet. Skulle du fastna, se efter om nagon
stéllt en fraga om just detta i avsnittets forum,
annas stéll en fraga sjalv.

m Nir du dr klar med 6vningsuppgifterna och
grundproven i ett avsnitt s& gor du slutprovet
for att bli godkénd pé avsnittet.

m Nir du klarat alla slutprov s far du en
individuell inlimningsuppgift som du bade
ska l6sa sjédlvstiandigt och skicka in och
dérefter bearbeta i grupp.

Din personliga mentor stoder dig

Nér du loggat in med ditt anvindarnamn kommer du till "Student lounge". Dér
hittar du mailadress och telefonnummer till din personliga mentor som du kan
kontakta, om du kor fast pa en uppgift eller har ndgot du behover fraga om.

Mentorerna har tagit namn som Albert Einstein, Kurt
Godel, Archimedes osv, men bakom dem finns en hel
grupp personer, vilka dr ldrare och/eller studenter pa nagon
hogskola inom MATH.SE. Din mentor vill inget hellre &n
att hjdlpa dig. Vart gemensamma mal 4r att alla som bdorjar
pa kursen ska klara av den och f en bra grund att sta pa
infor sina hogskolestudier. For oss finns inga dumma
fragor, bara dom som inte stills!




Hur gar examinationen till?

Du examineras online

Examinationen bestar av tva sjilvriattande prov per
avsnitt. Ingen individuell inlamningsuppgift eller
gruppuppgift ingar i examinationen pa denna kurs. Var
och en av kursens 3 delar motsvarar 1 hp och registreras i
allméinhet i Ladok var for sig pa den hogskola dér du ar
kursregistrerad. Kursbetyg erhélles nér alla tre momenten
ar godkdnda. Som betyg pa kursen ges U eller G.

Grundproven och slutproven rittas via datorn

Till varje avsnitt i kursen finns det béde ett grundprov och ett slutprov, lank till
proven finns i "Student Lounge". Du kan inte bli underkénd pa dessa, utan
misslyckas du med nadgon uppgift, sé ar det bara att géra om dem tills du fér alla
rétt.

Slutproven bestér av tre slumpméssigt genererade
frdgor som rittas automatiskt av datorn. Hér ska du
kunna 16sa ett problem pa papper och skriva in rétt
svar pa skiarmen. Du maste svara ritt pa samtliga tre
fragor i foljd for att bli godkéind.

Om du svarat fel pa nagon fraga kan du gora ett nytt férsok. Du far nu tre nya
varianter pa frdgorna som du ska 16sa (dven om du skulle ha klarat ndgon eller
nagra av de tidigare fragorna ska du alltsé klara alla tre frigorna i denna omgang pa
nytt). Téank pa att det ar ditt senaste resultat som registreras i studiestatistiken.

Sommarens fluga - plugga matematik pa natet!

Till detta kursmaterial finns prov och lirare pi Internet.
Ger studiepodng. Kostnadsfritt. Foropande anméalan pd www.math.se

Eftertrvck farbjudet utan tilldtelse, © 2007 MATH SE
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1.1. Inledning till derivata

Innehall:

m Derivatans definition (6versiktligt).

m Derivatan av %, Inx, e*, cosx , sinz och tanx.
m Derivata av summa och differens.

= Tangent och normal till kurvor.

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

= Forsta derivatan f'(a) som lutningen av kurvan y = f(z) i punkten
T=a.

m Forstd derivatan som den momentana dndringstakten av en storhet
(exempelvis fart, prisdkning, 0.s.v.).

= Veta att det finns funktioner som inte ar deriverbara (t.ex. f(z) = |2| 1
z=0).

» Kunna derivera z®, Inz, e*, cosx , sinx och tanz samt
summor/differenser av sddana termer.

= Kunna bestimma tangent och normal till y = f(z).

= Veta att derivatan kan betecknas med f'(z) och df/dz(z).

Inledning

Nér man studerar matematiska funktioner och deras grafer &r ett av de viktigaste
omradena studiet av en funktions foérandring, dvs. om en funktion okar eller
minskar samt i vilken takt detta sker.

Man anvénder sig hidr av begreppet férdndringsgrad (eller fordndringshastighet),
vilket dr ett matt pa hur funktionens virde (y ) &ndras for varje enhets 6kning av
variabelvérdet (). Om man kénner till tva punkter pa en funktions graf kan man
fa ett matt pa funktionens fordndringsgrad mellan dessa punkter genom att berdkna
dndringskvoten

Ay  skillnad i y-led
Az skillnad i x-led



Exempel 1

De linjéra funktionerna f(z) = @ respektive g(z) = —2z fordndras pa samma
sitt hela tiden. Deras forindringsgrad dr 1 resp. —2, vilket vi kiinner till som
linjernas respektive riktningskoefficient.

2(x)

For en linjér funktion géller alltsa att funktionens férdndringsgrad dr samma som
linjens riktningskoefficient.

Om man har en funktion dér funktionsvirdet forandras med tiden &r det naturligt att
anvinda begreppet forandringshastighet, eftersom fordndringsgraden hir anger hur
funktionsvérdet dndras per tidsenhet.

Om en bil ror sig med hastigheten 80 km/h sé& kan den tillryggalagda strickan, s
km, efter 7 timmar beskrivas med funktionen s(¢) = 80¢. Funktionens
forandringsgrad anger hur funktionsvérdet dndras per timme, vilket naturligtvis &r
detsamma som bilens hastighet, 80 km/h.

For icke-linjara funktioner géller ju att lutningen pa funktionskurvan éndras hela
tiden och ddrmed ocksa funktionens férdndringsgrad. For att bestimma hur en
sadan funktion forandras kan vi antingen ange funktionens genomsnittliga
forandring (medelforandringen) mellan tva punkter pa funktionskurvan, eller den
momentana fordndringsgraden i en punkt pa kurvan.

Exempel 2

For funktionen f(z) =4z — 2? 4r f(1) =3, f(2) =4 och f(4) =0.

a. Medelforandringen (medellutningen) fran z = 1 till z = 2 ar




Ay _f2)—f(1) _4-3 _

Ae ~ 2-1 1 b
och funktionen okar i detta intervall.
b. Medelforandringen fran ¢ = 2 till * = 4 ar
Ay _f@-F) _0-4_
Az 4-—2 2 ’
och funktionen avtar i detta intervall.
c. Mellan z =1 och = = 4 4r medelférdandringen
Ay_f@-f1) _o0-3_

Az  4-1 3

I genomsnitt dr funktionen avtagande i detta intervall, &ven om funktionen
bade vixer och avtar i intervallet.

Derivatans definition

For att berédkna den momentana forédndringsgraden hos en funktion, dvs.
funktionskurvans lutning i en punkt P, tar vi temporért hjélp av ytterligare en
punkt @ inidrheten av P och bildar d&ndringskvoten mellan P och Q:

Y

Andringskvoten

Ay f@+h)—f(2) fl@+h) - f(z)

Az (x+h)—z h

Om vi later @) ndrma sig P (dvs. later A — 0 ) sa kan vi lista ut vad vérdet blir
om punkterna sammanfaller och ddrmed fa fram lutningen i punkten P . Vi kallar
detta virde for derivatan av f(x) ipunkten P, vilket kan tolkas som den
momentana forandringsgraden av f(z) i punkten P .

Derivatan av en funktion f(z) betecknas f'(z) och kan formellt definieras sa
hér:



Derivatan av en funktion f(z), definieras som

fla+h) -~ 1)

! — 1-
f'(z) = lim Y

Om f'(z,) existerar, siger man att f(x) 4r deriverbar i punkten = = x .

Olika symboler for derivatan forekommer, t.ex.

Funktion Derivata
f(z) f'(z)
Yy y'
Y Dy
dy
Y dz
s(t) 5(t)

Derivatans tecken

Derivatans tecken (+/—) visar oss om funktionens graf lutar uppét eller nedat, dvs.

om funktionen &r vixande eller avtagande:

'(z) > 0 (positiv lutning) medfor att f(x) &r vixande.
'(z) < 0 (negativ lutning) medfor att f(x) 4r avtagande.
'(z) = 0 (ingen lutning) medfor att f(x) &r stationdr (horisontell).

- f
" f
" f

Exempel 3

a. f(2) =3 betyder att funktionens viirde ir 3 nir z = 2.

b. f'(2) =3 betyder att derivatans virde ir 3 nir = 2, vilket i sin tur
betyder att funktionens graf har lutningen 3 nir « = 2.

Exempel 4

I figuren kan man utldsa att




y=f(x)

Notera betydelsen av f(z) respektive f'(z) .

Exempel 5

Temperaturen i en termos beskrivs av en funktion, dar T'(¢) 4r temperaturen i
termosen efter ¢ minuter. Skriv f6ljande med matematiska symboler:

a. Efter 10 minuter dr temperaturen 80°.
T(10) = 80
b. Efter 2 minuter sjunker temperaturen i termosen med 3° per minut.

T'(2) = —3 (funktionen &r avtagande, varfor derivatan r negativ)

Exempel 6

Funktionen f(x) = |z| saknar derivata d& = = 0. Man kan némligen inte
bestdmma hur funktionens graf lutar i punkten (0,0) (se figuren nedan).

Man kan uttrycka detta pa exempelvis nagot av foljande sitt: " f£/(0) existerar
inte", " £'(0) é&r ej definerad" eller " f(z) &r inte deriverbari  =0".




Deriveringsregler

Med hjélp av derivatans definition kan man bestimma derivatan for de vanliga
funktionstyperna.

Exempel 7

Om f(z) = x? s4 far vi enligt definitionen av derivata dndringskvoten

(x+h)?—22 22+2hx+h?—22 h(Q2z+h)

Om vi sedan later h gd mot noll sa ser vi att lutningen i punkten blir 2z . Vi har

dirmed visat att lutningen i en godtycklig punkt p& kurvan y = 22 &r 2z, dvs.
derivatan av z? #r 2z .

Pé liknande sitt kan man hirleda allménna deriveringsregler:

Funktion Derivata
n —
T n- mn 1
Inz 1/
e{l e{l
sin x CoSs T
CoS T —sinx
tanz 1/cos’x

Dessutom géller for summor och differenser av funktionsuttryck att
D(f(z) + g(z)) = f'() + ¢'(z).

Samt, om £ dr en konstant, att

D(k- f(z)) =k- f'(z).

Exempel 8

a. D(2z® — 4z + 10 —sinz) = 622 — 4+ 0 — cos x

1
b. y=3Inz + 2e® geratt y':3-—+2ez:§+2e””,
x x

“w (%) ate

at? 2at
d. s(t) = vyt + - & att  s'(t) = v, + % =, +at .




Exempel 9

1 1
a. f(z)=== z ! geratt fl(z)=-1- z 2= _—— .

r mz
b. f(z) = L1 geran

C 3g2 3 &
2 2
i 1 -3 -3 _
(=) = 3" (—2)z " = 3 323

2 —2t+1 1

c. g(t) = a =t—2+- geratt g'(t)=1-=

Exempel 10

Funktionen f(z) =z + =2 har derivatan

2
f’(w):2w1—2m73:2w——3.
T

Detta betyder exempelvis att f/(2) =2-2—-2/25=4— 1 =12 ochatt

f'(-1)=2-(-1)-2/(-1)3= —-2+2 =0 .Daremot ér derivatan f'(0)
inte definierad.

Exempel 11

Ett foremal ror sig enligt s(¢) = 3 — 4t + bt , dédr s(¢) km &r avstandet fran
startpunkten efter ¢ timmar. Berdkna s'(3) och forklara vad virdet star for.

Tidsderivatan ges av
s'(t)=3t2—8t+5  vilketgeratt s'(3)=3-32—-8.-3+5=38.

Detta kan tolkas som att efter 3 timmar &dr foremalets hastighet 8 km/h.

Exempel 12
Totalkostnaden T kr for tillverkning av & gummidrikter ges av funktionen

T(z) = 40000 + 370z — 0,09z for0 < z < 200.

Berékna och forklara innebdrden av nedanstaende uttryck.




a. T(120)

T(120) = 40000 + 370 - 120 — 0,09 - 120% = 83104
Totalkostnaden for att tillverka 120 gummidrakter &r 83104 kr.

b. T'(120)

Derivatan ges av T'/(z) = 370 — 0,18z och dérfor ar

T'(120) = 370 — 0,18 - 120 ~ 348

Marginalkostnaden ("kostnaden for att tillverka ytterligare 1 enhet") vid
120 tillverkade gummidrékter dr approximativt 348 kr.

Tangenter och normaler

En tangent till en kurva &r en rét linje som tangerar kurvan.

En normal till en kurva dr en rét linje som &r vinkelrdt mot kurvan i en viss punkt
pa kurvan (och ddrmed ocksa vinkelrdt mot kurvans tangent i denna punkt).

For vinkelrita linjer géller att produkten av deras riktningskoefficienter dr —1, dvs.
om tangentens riktningskoefficient betecknas k; och normalens k, sé &r

k- ky = —1 . Eftersom vi kan bestimma lutningen pa en kurva med hjilp av
derivatan sa kan vi ocksa bestimma ekvationen for en tangent eller en normal om
vi kdnner till funktionsuttrycket for kurvan.

Exempel 13

Bestim ekvationen for tangenten respektive normalen till kurvan y = 2 + 1 i
punkten (1,2). Ay

p y=x"2+1

Vi skriver tangentens ekvation som y = kx +m
. Eftersom den ska tangera kurvani & = 1 har vi
att k =y'(1) , dvs.

y=2, y(1)=2-1=2. 2t
Tangentlinjen ska ocksa passerar genom punkten y

(1,2) och dirfér maste (1,2) uppfylla
tangentens ekvation

(5942

=

2=2-14m & m=0.

Tangentens ekvation &r alltsa y = 2z .

Riktningskoefficienten for normalen dr kyy = —— = —

Vidare gar normalen ocksé genom punkten (1,2) , dvs.




1 5

Normalen har ekvationen y = —

N8

Exempel 14

Kurvan y = 2e® — 3z har en tangent vars riktningskoefficient 4r —1 . Bestdm
tangeringspunkten.

Derivatan av hogerledet dr 3y’ = 2e® — 3 och i tangeringspunkten ska derivatan
vara likamed — 1, dvs. 3’ = —1, och detta ger oss ekvationen

2" -3=-1

som har l6sningen & = 0. I punkten = 0 har kurvan y -vérdet
y(0) =2¢€% — 3.0 =2 och ddrmed dr tangeringspunkten (0, 2).




Ovningar 1.1

Ovning 1.1:1

Grafen till f(z) 4r ritad i figuren.

a) Vilket tecken har f'(—4) respektive f'(1)?

b) For vilka z-virden dr f'(z) = 0?

c) Ivilket eller vilka intervall &r f'(z) negativ?
Ovning 1.1:2

Bestdm f'(z) om

a) f(x)=xz>—-3z+1 b) f(z)=cosz—sinz ¢c) f(z)=e" —Inz
a f(e) =z O fla)=( 17 0 f()=cos(+m/3)

Ovning 1.1:3

En liten boll som slépps fran hojden A = 10m ovanfér marken vid tidpunkten

t = 0, har vid tiden ¢ (métt i sekunder) hojden h(t) = 10 — 9’—32 t? . Vilken fart

har bollen nir den slar 1 backen?
Ovning 1.1:4

Bestim ekvationen for tangenten och normalen till kurvan y = 2 i punkten
(1,1).

Ovning 1.1:5

Bestém alla punkter p& kurvan y = —z2 som har en tangent som gér genom
punkten (1, 1).



1.2. Deriveringsregler

Innehall:
m Derivata av en produkt och kvot

m Derivata av en sammansatt funktion (kedjeregeln)
m Hogre ordningars derivata

Fiérdigheter:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» [ princip kunna derivera vilken elementéir funktion som helst.

Derivering av produkt och kvot

Med hjélp av derivatans definition kan man ocksa hérleda deriveringsregler for
produkter och kvoter av funktionsuttryck:

Deriveringsregler for produkter och kvoter:

D (f(z)-g(z)) = f'(z) - g(z
fz)y _ f'(z) g(=
b (g(:c)) N

~— ~—

(Observera att derivering av produkter och kvoter inte ir s enkelt som derivering
av summor och differenser, ddr man kan derivera funktionsuttrycken termvis, dvs.
var for sig!)

Exempel 1
a. D(z%®) =2z -e® + 22 e = (2z + 2%) e .

b. D(zsinz) =1-sinz + ¢ -cosz = sinz + zcosz

1
c. D(zlnz—z)=1-lnz+z-——1=hz+1-1=he
T




sinz cosz-cosx —sinz-(—sinx
d. D tanxz =D = ( )
cos (cos z)?

cos?z + sin’z 1

cos? z cos?z

1 2 1
1-vVz—(1+2)- T B
eD1+.'I: 2V 2y 2z 2z
’ N z

Ve o (Va)?

z—1
2z z-1
z 2:1:\/5.

re* (l-e®+z-e”)(l+z)—ze-1

f. D =
1+z (1+z)?
etz +ze"+ate”" —ze® (1+z+a’)e”
- (1+2)? (L)

Derivering av sammansatta funktioner

En funktion y = f(g) dér variabeln g i sin tur dr beroende av en variabel z far
formen y = f(g(z)) och kallas sammansatt funktion. Om man deriverar en

sammansatt funktion med avseende pa den oberoende variabeln z, anvéinder man
foljande regel:

Y'(z) = f'(9(z)) - ¢'().

Denna regel brukar kallas kedjeregeln och kan beroende pé val av symboler skrivas
pa olika sétt. Om vi i ovanstédende t.ex. sitter y = f(u) och u = g(z) kan
kedjeregeln skrivas

dy dy du
de du dz’
Man brukar sédga att den sammansatta funktionen y bestar av den yttre funktionen

f och den inre funktionen g. Analogt kallas f' for den yttre derivatan och ¢
den inre derivatan.

Exempel 2

For funktionen y = (22 + 2z)? &r

y = u Z?;e funktionen, ' 12 92 inre funktion.
d i d i

YW 4 yttre derivatan, W, n inre

du och dx derivatan.

Derivatan av funktionen y med avseende pa z blir enligt kedjeregeln

dy dy du 3 9 3
= 22T qud (2 2) =4 2 - (2 2).
dr du dzx w (22 +2) (2% +22)7- (224 2)




Nér man vant sig vid kedjeregeln infér man sillan nya beteckningar for yttre och
inre funktion, utan man lr sig kdnna igen dessa och deriverar “rakt pa”, enligt
monstret

(yttre derivata) - (inre derivata) .

Kom ihag att &ven anvidnda produkt- eller kvotregeln nér detta dr nodvandigt.

Exempel 3
a. f(z) = sin(3z% +1)

Yttre derivatan: cos(3z2 + 1)
Inre derivatan: 6z

f'(z) = cos(3z? + 1) - 6z = 6z cos(3z? + 1)
b.y=5¢€"

Yttre derivatan: & e®’
Inre derivatan: 2

Yy =56 -2z = 10z e
c. f(m) — eac-sinm

Yttre derivatan: e2sinz
Inre derivatan: 1-sinz + z cos e

f'(z) = e***%(sinz + z cos z)

d. s(t) = t? cos(Int)
1
s'(t) = 2t - cos(Int) + 2 - (— sin(Int) - ;) = 2tcos(Int) — tsin(Int)
e. Da®* =D (ema)m =De*® =¢"%?.lng =a"-Ina

f Dz :D(elnw)a — De¥lnz — galnz

8| =
Q
AR
i
AR

Kedjeregeln kan dven anvidndas upprepade ganger pa en funktion som &r
sammansatt i flera steg. Exempelvis funktionen y = f(g(h(z))) har derivatan

y = f'(9(h(z)) - g'(h(z)) - B (z).

Exempel 4

a. D sin®2z = D (sin 2z)® = 3(sin 2z)% - D sin 2z
= 3(sin 2z)? - cos 2z - D (2z)




= 3sin? 2z - cos 2z - 2 = 6sin? 2z cos 2z

b. D sin((m2 — 3m)4) = COS((:I:2 _ 3%)4) .D ((1132 ) )
= cos((2® — 3z)*) - 4(z> — 3z)* - D (2 — 3z)
= cos((z? — 3z)*) - 4(z? — 3z)° - (2z — 3)

c. D sin*(2® — 3z) = D (sin(a?® — 3:1:))4 = 4sin®(z* — 3z) - D sin(z? — 3z)

= 4sin3(2? — 3z) - cos(z? — 3z) - D(z? — 3z)
= 4sin®(z? — 3z) - cos(z? — 3z) - (22 — 3)

d. D(e\/’ﬁj> :e\/E-D\/m?’—l:e\/E-—l-D(m?’—l)

223 — 1
_ Va1, 1 322 — 3xleV el
2vz3 — 1 2vz3 —1

Derivator av hogre ordningar

Om en funktion dr deriverbar mer 4n en gang sa pratar man om funktionens andra-,
tredjederivata, osv.

Andraderivatan brukar betecknas f” (ldses "f-biss"), medan tredje-,
fjardederivatan, etc, betecknas f ®, 4 osv.

, . d*y d3y .
Aven beteckningarna D*f, D3f, ... oc F Rl EREE ar vanliga.

Exempel 5
a. f(z) =3e" 1
Fllg)=3e" 1. D(a?—1)=3e""1.2z =6xe” !
F'(z) =61 +6xe” ! 20 =61 (1+2z?)

b. y =sinz cosz

dy 2

—~2 = cosx cos + sinz (— sinz) = cos’ z — sin’ z

dz

4’y . . .

i 2cosz (—sinz) — 2sinzcosz = —4sinzcosz
T

c. D(e"sinz) = e"sinz + e cosz = e*(sinz + cos )
D*(e”sinz) = D (e*(sinz + cosx))
= e”(sinz + cosz) + e*(cosz — sinz) = 2e” cosz
D3(e®sinz) = D (2€®cosz)
=2e"cosz + 2€”(—sinz) = 2e*(cosz — sinx)




Ovningar 1.2

Ovning 1.2:1

Beridkna derivatan av foljande funktioner och foérenkla svaret sa ldngt som

mojligt

2

1
a) cosz-sinz b) z’lnz ¢) = il
z+1
sinx z zlnzx
e) 7 :

Inz sin x

d)

T

Ovning 1.2:2

Berdkna derivatan av foljande funktioner och foérenkla svaret sa langt som

méiligt
a) sinz? b) e*'t® ¢) vcosz
d) Inlnz e) z(2z +1)* f) cosv/1—=

Ovning 1.2:3

Ber#kna derivatan av foljande funktioner och férenkla svaret s& langt som

mojligt
+1 1
a) In(vz++vz+1 b z ) — —
) In(vz ) b 1 )mﬁl_l&
2 f) ptan e

d) sincossinz e) ein®

Ovning 1.2:4
Berikna andraderivatan av foljande funktioner och forenkla svaret s& langt som
mojligt

T
b) z(sinlnz + cosln z)

? N



1.3. Max- och minproblem

Innehall:

m Kurvskissering
= Max- och minproblem

Léirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Kunna definitionen av strdngt véixande funktion, stringt avtagande
funktion, lokalt maximum, lokalt minimum, globalt maximum, globalt
minimum.

m Vetaattom f' > 0 iettintervall sd dr f stringt vixande i intervallet, och
attom f' < 0 iettintervall sd dr f stringt avtagande i intervallet.

= Kunna bestdmma lokala max- och minpunkter samt terasspunkter genom
teckenstudium av derivatan.

m Kunna skissera funktionsgrafer genom att gora en teckentabell 6ver
derivatan.

» Kunna bestdmma globala och lokala max- och minpunkter genom
1) teckenstudium av derivatan, 2) punkter dir funktionen inte &r
deriverbar, 3) dndpunkter till definitionsméngden.

» Kunna avgora lokala max- och minpunkter med tecknet pa andraderivatan.

Vixande och avtagande

Begreppen vixande och avtagande kénns kanske sjédlvklara nar man pratar om

matematiska funktioner; om funktionen &r vixande sé lutar grafen uppéat och den &r

avtagande sa lutar grafen nedat.

De matematiska definitionerna ar foljande:

En funktion &r vidxande i ett intervall om for alla & inom intervallet giller att
T, <zy, = f(z1) < f(ze).

En funktion &r avtagande i ett intervall om for alla z inom intervallet giller att
T, <z = f(z1) > f(=zy)-

Med vardagligt sprak sdger alltsa definitionen av t.ex. vixande funktion att for ett
x-vérde till hoger pa x-axeln dr funktionsvirdet minst lika stort som for ett x-virde
till vinster. Lagg mérke till att denna definition innebér att en funktion kan vara
konstant i ett intervall och dnd4 vara véixande eller avtagande. En funktion som &r
konstant i hela det aktuella intervallet &r enligt definitionen bade véxande och

22



avtagande.

Om man vill utesluta mojligheten att en vixande/avtagande funktionen dr konstant
pa ett intervall talar man istéllet om st#rdngt vixande och strdngt avtagande
funktioner.

En funktion &r strdngt vixande i ett intervall om for alla  inom intervallet géller
att

T, <z = f(z1) < f(=zy).

En funktion &r strdngt avtagande 1 ett intervall om for alla « inom intervallet géller
att

T, <z = f(zg) > f(z,).

(En strangt vixande/avtagande funktion far alltsé inte vara konstant i ndgon del av
intervallet.)

Derivatan kan givetvis anvindas for att undersoka om en funktion &r vixande eller
avtagande. Vi har att

Ff'(z) >0 =  f(x)dr (stringt) viixande.
f'(z) <0 = f(z) ar (stringt) avtagande.

AY
Exempel 1
a. y = f(e) 4r vixande i intervallet
0<z<10.
x
5 0
X 4y
b. Funktionen y = —z® #ren
strangt avtagande funktion. al
x
2 2
-5 b
y=-x
by
c. y = x* #r stringt vixande for z > 0.
y=x?
5
x



Observera att dven enstaka punkter dir f'(z) = 0 kan ingd i ett stringt vixande
eller avtagande intervall.

Kritiska punkter

Punkter dér f'(xz) = 0 kallas kritiska (eller stationéra) punkter och &r vanligtvis
av tre olika slag:

= Jokal maximipunkt med f’(z) > 0 till vinster, och f'(z) < 0 till hoger om
punkten.

= Jokal minimipunkt med f’(z) < 0 till vdnster, och f'(z) > 0 till hoger om
punkten.

m terrasspunkt med f'(z) < 0 eller f'(z) > 0 pabada sidor om punkten.

Observera att en punkt kan vara en lokal maximi-/minimipunkt utan att f'(z) = 0

A

Funktionen i figuren ovan har en lokal minimipunkt fér z = —2 , terrasspunkt for
z = 0 och lokal maximipunkt for z = 2.

Teckentabell

Genom att studera derivatans tecken (+, — eller 0) kan vi alltsa fa en bra
uppfattning om kurvans utseende.

Detta utnyttjar man i en s.k. teckentabell. Man bestammer forst de x-virden dir
f'(z) = 0 och beriknar sedan derivatans tecken pa bada sidor om dessa. Med
hjdlp av en eller annan "stodpunkt" pa kurvan kan man dessutom utifran
teckentabellen skissera kurvan pa ett ofta godtagbart sitt.



Exempel 2

Gor en teckentabell ver funktionen f(z) = z* — 12z + 6 och skissera
darefter funktionens graf.

Funktionens derivata ges av
f'(z) = 32% — 12 = 3(2® — 4) = 3(z — 2)(z + 2).

Faktorn x — 2 &r negativ till vinster om = = 2 och positiv till hoger om z = 2.

Pa samma sitt dr faktorn x + 2 negativ till vinster om £ = —2 och positiv till
hoger om £ = —2 . Denna information kan vi ocksa sammanfatta i en tabell:
T 92 2
z—2| — - | — 0 |+
x+2 — 0 + + +

Eftersom derivatan r produkten av z — 2 och z + 2 sa kan vi bestimma
derivatans tecken utifran faktorernas tecken och stilla upp en foljande tabell
over derivatans tecken pé tallinjen:

T —92 2
f'(z) + 0 — 0 +
fl) |~ 22 N -1

I tabellens sista rad har vi skrivit ut pilar som visar om funktionen &r strangt
vixande ( ) eller stringt avtagande () irespektive intervall samt
funktionens vérde i de kritiska punkterna £ = —2 och = = 2.

Fran diagrammet ser vi att f(z) har en lokal maximipunkt i (—2,22) och en
lokal minimipunkt i (2,-10) . Grafen kan nu skissas:

Y T fx)

(-2, 22)
204
4 2 0 3 ity
-10t
(2,-10)
20k

Max- och minpunkter (extrempunkter)

Punkter dir en funktion antar sitt storsta eller minsta virde 1 jamforelse med
omgivningen kallas for lokala maximi- eller minimipunkter (forkortas ofta max-
och minpunkter). Med ett gemensamt namn kallas dessa punkter for extrempunkter.

En extrempunkt kan upptrdda i tre olika slags punkter:

= i en kritisk punkt (f'(z) =0) .



® i en punkt ddr derivatan inte existerar (s.k. singuldr punkt).
® i en dndpunkt till definitionsméngden.

Exempel 3

Funktionen nedan har fyra extrempunkter; maxpunkteri = ¢ och = e, och
minpunkteri = a och z = d.

i

-

a h ¢ d e
lz=a,z=0bochz=didr f/(z) = 0, mendetidrendasti £ = a och
x = d som vi har extrempunkter, eftersom & = b &r en terrasspunkt.

I ¢ = ¢ 4r inte derivatan definierad (eftersom det 4r en spets, eller horn, pa
kurvan och lutningen inte gér att bestimma). Punkten x = e dr en dndpunkt.

Nér man letar efter extrempunkter hos en funktion géller det alltsé att ta reda pa
och undersoka alla tinkbara kandidater av punkter. En ldmplig arbetsging ar:

Derivera funktionen

Kontrollera om det finns nagra punkter dir f'(z) inte dr definierad.
Bestdm alla punkter dir f/'(z) =0 .

Gor en teckentabell for att fa fram alla extrempunkter.

Ber#kna funktionsvirdet i alla extrempunkter, samt i eventuella
dndpunkter.

M

Exempel 4



Bestidm alla extrempunkter pa kurvan y = 3z* + 423 — 1222 + 12 .

Funktionens derivata ges av
y = 122% + 122% — 24z = 12z(2® + = — 2).

For att bestdmma hur derivatans tecken varierar dver tallinjen férsoker vi
faktorisera derivatan sa langt som mojligt. Vi har redan lyckats bryta ut faktorn
12z och vi kan faktorisera det terstiende uttrycket z? + z — 2 ytterligare
genom att hitta dess nollstillen

22+zxz—-2=0 = z=—-2 eller z=1.

Detta betyder att z? + z — 2 = (z + 2)(z — 1) och hela derivatan kan skrivas
som

'=12z(z +2)(z - 1).

Det gar direkt ur denna formel se att derivatan &r noll for £ = —2, = 0 och
z = 1. Dessutom kan vi se hur derivatans tecken varierar genom att underséka
tecknet for varje enskild faktor i produkten for olika virden pa z

T -2 0 1
z+2| — 0 + + + + +
z — - — 0 + + +
z—1| — - - - - 0 +

Derivatan &r produkten av dessa faktorer och vi far derivatans tecken genom att
multiplicera ihop faktorernas tecken i respektive intervall.

T -2 0 1
fl(z)| — 0 + 0 — 0 +
f@) | N l—20| 4|12 N | T |

Kurvan har alltsa lokala minpunkter i (~2,-20) och (1,7) samt lokal
maxpunkt i (0,12).

Exempel 5

Bestim alla extrempunkter pa kurvan y = 2 — 2%/3 .

Derivatan till funktionen ges av

ylzl_zx71/3:1——.i‘

3 3 ¥z

Fréan detta uttryck ser vi att 3’ inte &dr definierad for z = 0 (vilket dock y é&r).
Detta betyder att funktionen har en singuldr punkti = 0.

[\

De kritiska punkterna till funktionen ges av




1
vz

De enda punkter dir funktionen eventuellt kan ha extrempunkter &r alltsd « = 0
och z = 28—7 . For att avgora dessa punkters karaktér skriver vi upp en
teckentabell:

2
Yy =0 & 1:§. & V=% & w:(§)3:28_7_

8
y + |ejdef.| — 0 +

y | 20N |

Kurvan har alltsa en lokal maximipunkt i (0,0) (en spets) och en lokal
minimipunkt i ( 28—7 , — %) .
05

L 22

24
\_/

Absolut max/min

En funktion har ett absolut (eller globalt) maximum (minimum) i en punkt om
funktionsvérdet inte dr stérre (mindre) i ndgon annan punkt i hela
definitionsmingden. Ofta kallar man ocksé detta f6r funktionens storsta (minsta)
vérde.

For att bestdmma en funktions absoluta max. eller min. s maste man alltsa hitta
alla extrempunkter och berékna funktionsvérdena i dessa. Om definitionsméngden
har andpunkter maste man givetvis ocksé undersoka funktionens vérde i dessa
punkter.

Observera att en funktion kan sakna savil absolut max. som absolut min. Notera
ocksa att en funktion kan ha flera lokala extrempunkter utan att ha ett globalt max.
eller min.

Exempel 6

I den forsta figuren saknar funktionen savil globalt maximum som globalt
minimum. I den andra figuren saknar funktionen globalt minimum.




I tillimpningar ger omstidndigheterna ofta en begrinsad definitionsméngd, dvs. man

betraktar endast en del av funktionens graf. Man maste déarfor vara vaksam pa att
ett globalt max. eller min. mycket vl kan ligga i intervallets &ndpunkter.

y A absolut max

lokalt max

lokalt min

lokalt max

rabsolut min

a b c d e

Funktionen ovan betraktas endast i intervallet a < z < e. Vi ser att funktionens
minsta vérde i detta intervall intréffar i den kritiska punkten = b, medan storsta
vérdet aterfinns i &ndpunkten z = e.

5{"

Exempel 7

Bestdm stérsta och minsta vérde for funktionen f(z) = 22 —3x+2 1
intervallet — 0,5 <z <1 .

Vi deriverar funktionen f’(z) = 3z% — 3 och sitter derivatan lika med noll for
att fa fram alla kritiska punkter

fl2)=0 < 2’=1 & =z=+=+1.

Punkten € = —1 ligger dock utanfor den aktuella definitionsméngden och z = 1
sammanfaller med definitionsmédngdens ena dndpunkt. Eftersom funktionen
saknar singulédra punkten (funktioen dr deriverbar 6verallt) maste funktionens
storsta och minsta virde antas i intervallets &ndpunkter.

F(—0,5) = 3,375
f(1)=o0

Funktionens storsta virde i det givna intervallet dr alltsa 3,375. Minsta virdet dr
0 (se fig.)




P) 15

Figuren visar funktionens hela graf streckad, med den del som ligger inom det
givna intervallet heldragen.

Andraderivatan

Tecknet pa derivatan av en funktion ger oss information om huruvida funktionen ar
viaxande eller avtagande. Pa samma sétt kan andraderivatans tecken visa om
forstaderivatan dr vixande eller avtagande. Detta kan man bl.a. utnyttja for att ta
reda pd om en given extrempunkt dr en max-, eller minpunkt.

J'x)=0

Om funktionen f(z) har en kritisk punkti z = a
dir f"(a) < 0, dé giller att f'()>0
1. Derivatan f'(z) ar strangt avtagande i
en omgivning kring z = a.
2. Eftersom f'(a) =0 dér alltsa
f'(z) > 0 till vinster om = a och
f'(z) <0 till hogerom z = a.
3. Detta medfor att funktionen f(z) har en lokal maximipunkti z = a.

Om funktionen f(z) har en kritisk punkti z = a
dir f"(a) > 0, dé giller att

1. Derivatan f'(z) 4ar stringt vixande i en
omgivning kring z = a.

2. Eftersom f'(a) =0 dr alltsé
f'(z) < 0 till vinster om = a och
f'(z) >0 tillhogerom z = a.

S (x)=0

3. Detta medfor att funktionen f(z) har en lokal minimipunkti z = a.

Om f"(a) = 0, far vi ingen information utan ytterligare undersokning krévs, t.ex.
teckentabell.

f6)<0




Exempel 8

Bestdm alla extrempunkter for funktionen f(z) = 2® — 22 —z +2 och
bestdm deras karaktdr med hjélp av andraderivatan.

Funktionen &r ett polynom och &r dérfor deriverbar dverallt. Om funktionen har
nagra extrempunkter s maste de darfor finnas bland de kritiska punkterna. Vi
deriverar dirmed funktionen, f'(z) = 322 — 2z — 1 , och sitter derivatan lika
med noll

1 1
fllz)=0 & = ——:1:—5:0 < x=1 eller z=—3.
Funktionen har kritiska punkteriz = 1 och z = —% . Med hjilp av tecknet pa
andraderivatan f”(z) = 6z — 2 kan vi bestimma vilken typ av extrempunkt
respektive kritisk punkt ar.

» Fér ¢ = —3 harviatt f"(—3) = —4 <0 och det betyder att
T = —% ar en lokal maximipunkt.
m Fér # =1 harviatt f”(1) =4 > 0 ochdet betyder att =1 ir

en lokal minimipunkt.




Ovningar 1.3

Ovning 1.3:1

Bestém kritiska punkter, terasspunkter, lokala extrempunkter och globala
extrempunkter for funktionerna som beskrivs i graferna nedan. Ange ocksa de
intervall dér funktionen &r stringt vixande respektive stringt avtagande.

¥
3 &
at
.'I. d
ll," I."I
."' | l." lI|'
\ / /
) \ |/ b N -
\ / / \\ /
' ' o = | fcm 'I’ f ': 1 ; ;o
2 1 1 | 4
R
1 !
’."
!
L
¥ Y
ot 4
] A
| - - -m\\
C) 1 d) ! vy \'-\
- : ] e
H i N 2 X | }I} ."ll : 3 ;: i
. |
i’ 1 P L 1

Ovning 1.3:2
Bestim lokala extrempunkter och skissera funktionsgrafen till

a) f(z)=2>-2z+1 b) f(z) =2+ 3z — z?
¢) f(z)=223+3z - 12z +1 d) f(z)=2%—92%+ 30z — 15

Ovning 1.3:3

Bestidm alla lokala extrempunkter till

a) f(z) = —z* + 823 — 1822 b) f(z) =€ + 5z
¢) f(z)=zlnz—9 d flz)= 111"";4
0) f(z) = (2% —z — 1)e® da

—-3<z<3



Ovning 1.3:4

Var pé kurvan y = 1 — 2? i forsta kvadranten ska punkten P viljas for att
rektangeln i figuren till hoger ska ha maximal area?

¥

Ovning 1.3:5

En 30 cm bred plat ska anvindas for att tillverka en rédnna. Parallellt med platens
langsidor viks kanterna upp enligt figuren. Hur stor ska vinkeln o vara for att
rdnna ska rymma sd mycket vatten som majligt?

o ;oo
v ™ s
NS 10om @Q

En platmugg som har formen av en rét cirkulér cylinder ska tillverkas. Vilken
radie och hojd ska muggen ha om man vill att den har en bestaimd volym V'
samtidigt som man anvénder sa lite plat som mojligt.

Ovning 1.3:6

Ovning 1.3:7

Ur en cirkulér skiva skirs en cirkelsektor bort och de tva radiella kanter som
uppstar fésts ihop sa att man far en konformad strut. Hur stor vinkel ska den
borttagna cirkelsektorn ha for att konen ska fa maximal volym?



2.1. Inledning till integraler

Innehall:

m Integralens definition (6versiktligt).

m Integralkalkylens huvudsats.

® Primitiv funktion till 2%, 1/z, e*, cosx och sinz.
® Primitiv funktion till summa och differens.

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

= Tolka integraler som areor, dvs. "area ovanfor z-axeln" minus "area under
z-axeln".

m Forstd andra tolkningar av integralen, t. ex. massa/densitet, fart/stricka,
strom/laddning, etc.

» Kunna bestimma primitiv funktion till 2%, 1/z, e, coskz , sinkz
och summa/differens av sadana termer.

» Kunna rikna ut area under en funktionskurva.

m Kunna rikna ut area mellan tva funktionskurvor.

= Veta att alla funktioner inte har primitiv funktion som kan skrivas som ett
analytiskt slutet uttryck, t.ex. e, (sinz)/z , sinsinz, etc.

Area under en funktionskurva

Vi har tidigare sett att lutningen pa en funktionskurva dr intressant. Den ger oss
information om hur funktionen dndras och har stor betydelse i ménga tillimpningar.
Pa ett liknande sétt dr den area som bildas mellan en funktionskurva och x-axeln
betydelsefull. Den &r naturligtvis beroende av funktionskurvans utseende och dédrmed
intimt besldktad med funktionen i fraga. Det dr ldtt att inse att denna area har en
praktisk betydelse i ménga olika sammanhang.

Om ett foremal ror sig sa kan vi beskriva dess hastighet v efter tiden 71 ett
v-t-diagram. Vi ser hér tre olika fiktiva exempel:

4, 0<t<5

v(t) =5, "’(t):{ﬁ, 5<t<10

och w(t) =0,5¢.

{mis) ¥ (mis) ¥
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Den tillryggalagda strackan é&r i respektive fall

5-10
5(10)=5-10=50m, 5(10)=5-4+5-6="50m, s(10)=-—— =25m.

I samtliga fall ser man att foremalets tillryggalagda strdcka motsvaras av arean under
funktionskurvan.
Fler exempel pé vad arean under en funktionskurva kan symbolisera foljer nedan.

Exempel 1

Effekt Kraft Strom
W) (N) (a)

Tid
()

Stracka
(m)

Anm: Eftersom arean kan approximeras med en (eller flera) rektangel s& kan
produkten av koordinataxlarnas enheter visa areans enhet och dédrmed ge en vink
om vad arean symboliserar. Areans enhet:

A-s=As=C

W-.s=1J/s-s=1] -m= =
s [s-s N-m=Nm =] (Coulomb)

Integralbeteckningen

For att beskriva arean under en funktionskurva i symbolform infér man
integraltecknet [ och gor foljande definition:

Med integralen av den positiva funktionen f(z) fran a till b menas arean
mellan kurvan y = f(z) och x-axeln fran = a till z = b , vilket med

symboler skrivs
b
/ f(z)dz.

Talen a och b kallas undre respektive dvre integrationsgrins, f(z) kallas
integrand och  integrationsvariabel.

Exempel 2

Ur definitionen foljer direkt att

/abf(:c)da:—l—/bcf(a:)da::/acf(a:)dw.

/\_/‘/y:f(")

'
'
'
'
'
b

C

v

Pt =—===-




Exempel 3 v

For ett foremal, vars hastighet fordndras enligt (m!s) /
funktionen wv(t) kan den tillryggalagda strickan efter
10 s beskrivas med integralen

/010 o(t) dt

s{10)

10 (s)

Exempel 4

Vatten rinner in i en tank med en hastighet som dr f(t) liter/s efter ¢ sekunder.
Integralen
10
F(t)dt

9

anger da hur manga liter som rinner in i tanken under den tionde sekunden.

Exempel 5

Ber#kna integralerna

4
a. / 3dz
0

Integralen kan tolkas som arean under kurvan
(linjen) y = 3 frdn « =0 till x =4, dvs.en
rektangel med basen 4 och hojden 3,

3der=4-3=12. 4
0

4
o (&) ol -y

Integralen kan tolkas som arean under
linjen y=2/2—1 frdin x =2 till 2 =5,
dvs. en triangel med basen 3 och hojden 1,5

[ a2 0 /z

=<

(R
LI
[T R




c./ krdx dirk > 0.
0

Integralen kan tolkas som arean under
linjen y = kz frén « =0 till z = a, dvs.
en triangel med basen a och héjden ka

a . 2
/kwdm:aka:ki.
0 2 2

Primitiv funktion

Funktionen F' idr en primitiv funktion till f om F'(z) = f(x) inagot intervall. Om
F(z) &ren primitiv funktion till f(z) sa &r det klart att dven F(x) + C ér det, for
varje konstant C' . Dessutom kan man visa att F'(z) + C beskriver samtliga
primitiva funktioner till f(z).

Exempel 6

a. F(z) =23+ cosz — 5 ir en primitiv funktion till f(z) = 3z®> —sinz ,
eftersom

F'(z) = D (2® + cosz — 5) = 32> —sinz — 0 = f(z).

b. G(t) = €¥*! +1Int #r en primitiv funktion till g(t) = 3e**! +1/t,
eftersom

1
G'(t) =D (¥ +Int) =¥ .3+ 1= g(t).

c. F(z) = jz* — x4+ C , dir C ir en godtycklig konstant, beskriver

samtliga primitiva funktioner till f(z) = 2% —1 .

Samband mellan integral och primitiv funktion

Vi har tidigare konstaterat att arean under en funktionskurva, dvs. integralen av en
funktion, dr beroende av funktionskurvans utseende. Det visar sig att detta beroende
utnyttjar den primitiva funktionen, vilket ocksa ger oss mojligheten att berdkna en
sddan area exakt.

Antag att f ar en kontinuerlig funktion pa ett intervall (= funktionskurvan har inga
avbrott i intervallet). Virdet av integralen [ ab f(z)dz &r da beroende av
integrationsgranserna a och b, men om man later a vara ett fixt virde och sitter z
som ovre gréns blir integralens véirde beroende enbart av den ovre
integrationsgrinsen. For att tydliggora detta anvédnder vi hér i stéllet ¢ som
integrationsvariabel:



Yy y=f(t)

A(x)

Az) = / @) dt.

Vi ska nu visa att A i sjdlva verket dr en primitiv funktion till f.

Ya y=Ff(t)

) or e nenimnensinaraaues - - - e

O o o e

b
+
—

1

Den graskuggade arean kan for varje = beskrivas pa tva sitt, dels som
A(z + h) — A(z) , men dven som h - f(c) , for nagot ¢ mellan x och = + h, det
vill sdga:

A(z +h) — A(z) =h- f(c), eller

Az +h) — A(z)
)22 _ o

Om vi later h — 0 sa gar vinstra ledet mot A’(x) och det hogra ledet mot f(z) ,
dvs.

A(z) = f(z).

Funktionen A(z) &r alltsé en primitiv funktion till f(z).

Berikning av integraler

For att kunna anvinda primitiva funktioner vid berékning av en bestdmd integral,
noterar vi forst att om F' &r en primitiv funktion till f sa ar

/bf(t)dt:F(b)JrC

dar konstanten C' maste véljas sa att hogerledet blir noll ndr b = a, dvs.

/af(t)dt:F(a)JrC:O

vilket ger att C' = —F'(a) . Om vi sammanfattar har vi alltsa att

b
/ f(t)dt = F(b) — Fl(a).



Vi kan naturligtvis hir lika gérna vdlja & som integrationsvariabel och skriva
b
/ f(z)dz = F(b) - F(a).

Vid berdkning av integraler utfér man detta i tva steg. Forst bestimmer man en
primitiv funktion och sedan sétter man in integrationsgrianserna. Man skriver
vanligtvis

b b
/a f(z)dz = [F(2)| = F(b) - F(a).

Exempel 7 4y

Arean som begrinsas av kurvan y = 2z — z2

och x-axeln kan berdknas med hjdlp av integralen

¥

/02(235 — %) dz.

Eftersom 22 — 23/3 i#r en primitiv funktion till
integranden &r integralens vérde

2
2

/0(2:1:—:1:2)da:: [mz— §m3]0: (22— 12%) — (0> —10%) =4 —8 =4,

Arean &r % a.e.

Anm: Integralvirdet har ingen enhet. [ praktiska tillimpningar kan dock arean ha
en enhet. Om arean i en enhetslos figur efterfrdgas skriver man ofta a.e.
(areaenheter) efter siffervirdet.

Baklingesderivering

Att derivera de vanliga funktionstyperna innebir inga odverstigliga problem; det
finns generella metoder for detta. Att utféra den omvinda operationen, dvs. hitta en
primitiv funktion till en given funktion &r dock betydligt svarare och i vissa fall
omdjligt! Det finns ingen systematisk metod som fungerar 6verallt, men genom att
utnyttja de vanliga deriveringsreglerna "baklédnges" och dessutom ldra sig ett antal
specialmetoder och knep kan man klara av en stor del av de funktioner som vanligtvis
forekommer.

Symbolen [ f(z)dz kallas den obestimda integralen av f(z) och anvinds for att
beteckna en godtycklig primitiv funktion till f(z). De vanliga deriveringsreglerna
ger att



wn+1
/:c dm:n+1+0 dir n # —1
/m_ldm=1n|€c|+C
/e”‘dm—ew—l—C

/cosmdm =sinz + C

/sina:da: = —cosz+C

Exempel 8
5 24 2
a /(w4—2w3+4w—7)dm:%—%—i——z—ﬂn—i—C
5 4
:%—%—1—2332—73:—1-0
3 1 1 3z 1 2
b. (———)d - (3 -2 - ’3>d - — = C
/mz 2z3 a: / ¥ 23: v -1 2 (—2)+
— slyle?yo=-S4+ o
4 z  A4x?

2 2 1
c. gdm:/E-;dnglnM—kC

d. /(ez —cosz —sinz)dz = €® —sinz + cosz + C

Kompensation for ”inre derivata”

Vid derivering av en sammansatt funktion anvinder man sig av kedjeregeln, som
innebér att man multiplicerar med den inre derivatan. Om den inre funktionen da &ar
linjdr sa blir den inre derivatan en konstant. Vid integrering av en sddan funktion
maste man dirfor dividera med den inre derivatan for att kompensera for detta.

Exempel 9

e3w
a. /e3£d$:?+0

b. /sin5:cda::—COS5w+C
2z + 1)°
c. /(2m+1)4dm:($5%+0




Exempel 10

k
a. /sinlwdm:—cos :E—I—C
b. /coskmdm: s1nkkm +C

kzd ekz
c./e iB—?-FC

Observera att detta sitt att kompensera {for den inre derivatan endast fungerar om den
inre derivatan &r en konstant.

Riékneregler for integraler

Med hjilp av berdkningsformeln f6r integraler dr det l4tt att visa f6ljande rdkneregler
for integraler:

1. /baf(m)dm:—/abf(m)dm,
2. / fle)de + / ' g(a) da = / (F(2) + 9(e)) o

3. /abk-f(m)dw:k/abf(m)dw,

. /abf(w)der/bcf(w)dwz/acf(w)dw-

Dessutom giller att area under x-axeln riknas negativt, dvs. om funktionskurvan
ligger under x-axeln sa blir integralens virde negativt:

w=F{x)
Ay
x

a b [

Alzfabﬂm)dm , A2=—/bcf(w)dw

b c
Den sammanlagda arean blir A+ A, = / f(z)dz — / f(z)de .
a b

Anm:
Virdet av en integral kan alltsd vara negativt, medan en area alltid har ett positivt

virde.



4

Exempel 11

2 2
a./(m3—3w2+2w+1)dw+/ 2dz
1 1

n?\u

2
/(m3—3m2+2m+1+2)dm
1

_[1.4
_[493

(3:4-2°+2°+3-2)

2
—m3+m2+3m]
1

—(3-1"—1¥+12+3.1)

=
=

6—3—

ol

1
1

3 3
b. / (m2—4w)da:+/ (4z — 2 + 3) dz
1 1

Y=

3 3
:/ 3dw:[3w] —3.3-3.1=6
1 1

2 2
4z — 2
c. / z dr
1 3z

((4—1112) - (1—1n1)) —2(3-In2)

d. /i(m2—1)d:c: [w—;—w]zl
6-9-

(Detta visar att den skuggade arean under

x-axeln dr lika stor som den skuggade arean
ovanfor x-axeln.)

41.
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Area mellan kurvor

Om f(z) > g(x) iettintervall a < z < b giller att arean mellan
funktionskurvorna ges av

Y R Lk



vilket kan forenklas till

\-W’ /f =4 '\“V 5
g g
— —
X | X 7 X
a b " a b " a b -
Observera att det inte spelar nagon roll om f(z) < 0 eller g(z) < 0 sa linge som
f(z) > g(x) . Arean mellan kurvorna dr naturligtvis lika stor oavsett om kurvorna
ligger dver eller under x-axeln, vilket féljande figurer illustrerar:
\W\/‘ | I
f-3
\ £
/”f”___,-—’g U "
. .
A a-3
Lx /
A b - Ll
b
A= [ (fe) - g(a)) do
b b
A= (1) =2~ (o) =) do = [ (1(a) ~ o(@)) ¢
b b
A= (@) =9~ (o) - 9) do = [ (1() ~ o(@)) ¢
&
Y ox=1
Exempel 12
. ° . X =-1 y = ex+ 1
Berikna arean av det omrade som begriansas av
kurvorna y = e® +1 och y = 1 — 22/2 samt linjerna
z=-1 ochz=1.
Eftersom e® +1 > 1 — z2/2 i hela intervallet blir
omradets area /
.-"""-F'-‘l
?
=1-X
o -3
# x
F 3 L =




1
1132 2

j_ll(em +1)dz — /_11 (1 - ?) dz = /_1 (ez + %) dz

[ ) e e

Exempel 13

2

och

Berikna arean av det dndliga omrade som begréinsas av kurvorna y =

y=J. |

Kurvorna skér varandra i punkter déir deras y-virden ar
lika

—_—

=z o =z o z@&*-1)=0

& =0 eller z=1. \

Mellan & =0 och z = 1 &r J/z > z* sa omradets
area ges av

1 4/3 341 3z4/3 1
/(m1/3—w2)dw:[m _a:_] :[a: _:1:_} =3_2-0=3aec
0 4/3 3 lo 4 3 lo

Exempel 14

1 .
Berdkna arean av det omrade som begrdnsas av kurvan y = — samt linjerna
x

y=a och y=2. Ay

x2 y=X
I figuren till hoger 4r kurvan och de tva linjerna /

skisserade och dé ser vi att omradet kan delas ‘
upp 1 tvd delomraden som var och en ligger By A y=2
mellan tvd funktionskurvor. Den totala arean dr
darfér summan av integralerna

A B

ab c
b 1 Cc

Alz/ (2——)dz och A2:/ (2—z)dx.
a T b

Vi bestdimmer forst skdrningspunkterna © = a, = b och z =c:

m Skdrningspunkten z = a bestdims av ekvationen

1 1 1
—=2 & =2 & rz=4+—.

2 2 V2

(Den negativa roten &dr dock inte aktuell.)



» Skdrningspunkt & = b bestdms av ekvationen

» Skdrningspunkt & = ¢ bestdms av ekvationen x = 2.

Integralerna blir darfoér
1 1 ) B .,
111 9
- [2m+5}1/\/§:(2+1)_(7§+\/§):3_2\/§’

2

A2:/12(2_m)dm: [290—%]::(4—2)_(2_%):

Den sammanlagda arean blir

A +A,=3-2vV2+1=T_2V2ac




Ovningar 2.1

Ovning 2.1:1

Tolka integralerna som areor och bestdm deras virde

2 1
a) /1 2dz b) / (2 +1)dz
- 0

2 2
0 / (3 — 22) da d) /1|:c|d:c
0 _

Ovning 2.1:2

Berdkna integralerna

a) /(;2(a:2+3m3)dm b) /21(;1;—2)(:1;+1)dm

c) /49<\/5—\/—15> dz d) /f%fdm

Ovning 2.1:3
Berdkna integralerna
a) /sinmdm b) /2sinmcosa:da:
2z ( 1132 +1
c) [ e (e®+1)dx d) dx
x
Ovning 2.1:4

a) Ber#kna arean mellan kurvan y = sin och z-axeln nir 0 < z < %”

b) Berikna arean av det omrade under kurvan y = —2% + 2z + 2 och
ovanfor z-axeln

¢) Berikna arean av det dndliga omradet mellan kurvorna y = %xz + 2 och
y = 8 — ga? (studentexamen 1965).

d) Berdkna arean av det dndliga omradet som kurvornay =« + 2,y =1

ochy = % innesluter.

e) Berikna arean av omrédet som ges av olikheterna 2 < y < z 4 2.

Ovning 2.1:5

Ber#kna integralerna

(Ledning: forling med ndmnarens konjugat)

R == -

b) / sin?z  (Ledning: skriv om integranden m.h.a. trigonometrisk formel)



2.2. Variabelsubstitution

Innehall:

® Variabelsubstitution

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

m Forstd hdrledningen av formeln for variabelsubstitution.

m [6sa enklare integrationsproblem som kraver omskrivning och/eller
substitution 1 ett steg.

® Veta hur integrationsgranserna dndras under variabelsubstitution.

= Veta nir en variabelsubstitution &r tillaten.

Variabelsubstitution

Nér man inte direkt kan bestdimma en primitiv funktion genom att utnyttja de
vanliga deriveringsreglerna ”baklidnges”, behéver man andra metoder eller
tekniker. En s&dan dr variabelsubstitution, vilken kan sigas baseras pa regeln for
derivering av sammansatta funktioner — den s.k. kedjeregeln.

d
Kedjeregeln T f(u(z)) = f'(u(z)) - v'(z) kan i integralform skrivas

/ £'(u()) o (z) dz = f(u(z)) + C

eller,

/ fu()) - (2) dz = F(u(z)) + C,

dér F' &r en primitiv funktion till f. Jamfor vi denna formel med
/f(u) du—=Fu)+C,

sa kan vi se det som att vi ersitter uttrycket u(z) med variabeln u och v/'(z) dz
med du. Man kan alltsd omvandla den krangligare integranden f(u(z)) - v'(z)
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(med z som variabel) med den férhoppningsvis enklare f(u) (med w som
variabel). Metoden kallas variabelsubstitution och kan anvéndas nér integranden
kan skrivas pa formen f(u(z)) - u'(z) .

Anm.1

Metoden bygger naturligtvis pa att alla forutsdttningar for integrering ar uppfyllda;
att u(z) &r deriverbar i det aktuella intervallet, samt att f &r kontinuerlig i
viardeméngden till w, dvs. for alla virden som u kan anta i intervallet.

Anm.2
Att ersitta u'(z) dz med du kan ocksd motiveras genom att studera §vergangen
fran differenskvot till derivata:

u'(z),

]_' _—— =
A;IEO Az dz

vilket ndr Az gér mot noll kan betraktas som en formell grinsdvergang

Au=~d(z)Az — du=1d'(z)dz,

dvs., en liten dndring, dz, i variabeln x ger upphov till en ungefarlig &ndring
u'(z)dz ivariabeln u.

Exempel 1

2
Bestim integralen / 2ze” dx .

Om man sitter u(z) = 2, si blir u/(z) = 2z . Vid variabelbytet ersiitts da e*
med e* och v/(z)dx ,dvs. 2z dz, med du

/2me“‘2dm:/e“”2-2mdm:‘/e“du:e“+C:e“”2+C.

Exempel 2

Bestim integralen /(w3 +1). 2% dz .

Sitt u = 2* + 1. Da blir o' = 32? , eller du = 3z2dz, och

34 1)3 3
/(m3+1)3$2dm:/%-3m2dm:/%du

u4+C 1(3+1)4+C’
=— =—(z .
12 12

Exempel 3

Bestdm integralen /tana:da: dir — /2 <z <m/2 .

Efter en omskrivning av tanz substituerar vi u = cos




u = CosT

sin x .
tanzdz = de = | 4 =—sinz
cos T

du = —sinz dz

1
—/——du-—1n|u\+C——ln\cosm\—i-C.
u

Integrationsgriinser vid variabelbyte

Vid berdkning av bestdmda integraler, t.ex. en area, ddr man anvénder
variabelsubstitution kan man ga till viga pa tva sitt. Antingen beridknar man
integralen som vanligt, byter tillbaka till den ursprungliga variabeln och sitter in de
ursprungliga integrationsgranserna. Alternativt &ndrar man integrationsgranser
samtidigt som man gor variabelbytet. De bdda metoderna illustreras i foljande
exempel.

Exempel 4

T

2
alo d
Beridkna integralen /0 ppe x

Metod 1

Sétt u = e® vilket ger att ' = e” och du = e* dz

2 2 =2 z=2 2
/ dz :/ du = [1n|1—|—u|] = [ln(l—i—ez)]
0 1+e® =0 1+u z=0 0

1+ é?

=In(l1+e€*)—In2=1In

Observera att integrationsgranserna maste skrivas £ = 0 och = 2 nér
integrationsvariabeln inte dr « . Det vore fel att skriva

2 z 2
1
/ © dw:/ du osv.
0 1+ea: 0 1+u

Sétt u = e® vilket ger att u' = e® och du = e* dz . Integrationsgrinsen & = 0
motsvaras did av u = € = 1 och & = 2 motsvaras av u = e

2 2z e? 2 1 2
/ e’ dz :/ du = [ln\l—i—u\] =In(l1+€’)—In2=1In —;e )
0 1

Metod 2

1+ e* 14+u 1




Exempel 5
/2
Berikna integralen / sin® z cos z dz .
0

Substitutionen w = sinz ger att du = cos z dx

aYy

3

y = Sin°Xcosx

och integrationsgranserna forandras till
u=sin0=0 och u=sin(7/2) =1 .
Integralen blir

—0=

7r/2 1 1
sin® z cosz dz = wdu=|tut| =1 i
0 0 1 0 4 1

Yy
y=u?

(Figuren till hoger visar vad som hiander vid variabelbytet; integrand och o~
variabel dndras. Integralens virde, storleken pa arean, dndras dock inte.)

Exempel 6
Betrakta berdkningen
u =sinz
/2 du = coszdz 14 —111
/ 2 e = - —Z:[—} = 1-1=-2.
—m/2SID“ T u(_ﬂ-/z) =1 1 u u 1-1
u(m/2) =1 ' 24
3 4
Denna utrdkning dr dock felaktig, vilket beror pa
att f(u) = 1/u? inte &r kontinuerlig i hela
intervallet [—1,1] . o}

Villkoret att f(u(z)) ska vara definierad och
kontinuerlig for alla virden som u(z) kan anta i
det aktuella intervallet behdvs om man vill vara 1
siker pa att substitutionen u = u(z) ska
fungera.

L J




Ovningar 2.2

Ovning 2.2:1

Berdkna integralerna

a T o
) / (37 genom att anvédnda substitution u = 3z — 1
x

— 1)4

b) / (x? + 3)°z dz genom att anvéinda substitution u = z2 + 3

©) / z%e” dz genom att anvénda substitution u = x

Ovning 2.2:2

Ber#kna integralerna

a) / cos bz dx
0

5
c) / V3z+ 1dz
0

Ovning 2.2:3

Berdkna integralerna

a) /2wsin:c2dw
1
9 /ﬂdm
3z
2 /a:z—l—ldm

Ovning 2.2:4

Anvind formeln

3

1/2
b) / 621+3 dr
0

1
d) / N zdz
0

b) /sin T coszder

d) / rz+1
a:2+2az+2
sin \/z

dz
vz

d
/ Zfl = arctanz + C
T

for att berdkna integralerna

2 /a:2+4

/ dx
©) x2 442+ 8

dr
b) /(:0—1)2+3
22
d) /$2+1dm




2.3. Partiell integrering

Innehall:

» Partiell integration

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

m Forstd hidrledningen av formeln for partiell integration.

» [osa integrationsproblem som kréver partiell integration i ett eller tva steg.

» [6sa integrationsproblem som kréver partiell integration foljt av en
substitution (eller tvért om).

Partiell integration

Vid integrering av produkter kan man ibland anvinda sig av en metod som kallas
partiell integration. Metoden bygger pa att man anvander deriveringsregeln for
produkter bakldnges. Om f och g &r tva deriverbara funktioner sa géller enligt
produktregeln att

D(f-9)=f"-9+f-g"
Om man nu integrerar bada leden fir man
fro=[(#g+f-d)da= [ gdo+ [f-dda
eller efter omméblering

/f’-gdef-g—/f-g’dw.

Detta ger oss formeln for partiell integration.

Partiell integration:

/ f(2) - 9(2) dz = F(z) - g(z) — / F(z)- ¢ (z)de.
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Detta innebdr i1 praktiken att man integrerar en produkt av funktioner genom att
kalla den ena faktorn f och den andra g, varefter man byter ut integralen

[ f - gdz mot den forhoppningsvis enklare integralen [ F - g'dx, dir F iren
primitiv funktion till f och ¢’ &r derivatanav g.

Det &r viktigt att pdpeka att metoden inte alltid leder till en integral som ér lattare
an den ursprungliga. Det kan ocksé vara helt avgérande hur man véljer
funktionerna f och g, vilket féljande exempel visar.

Betrakta integralen [ @ - sinz dz . Om man viljer f =z och g = sinz fir man
F = 2%/2 och ¢’ = cosz , och enligt formeln for partiell integration

2 2
. T . €T
/a:-s1nmd:c:—2 -sm:::—/—2 -coszde.

Den nya integralen i hogerledet &r i detta fall inte enklare &n den ursprungliga
integralen.

Om man i stillet véljer f =sinz och g = farman F = —cosz och ¢ =1,
och

/w-sinmdw:—m-cosw—/—l-cosmdm:—mcosw+sinw+C.

Exempel 1

Bestdm integralen / 2’ - Inzdr .

Sitt f = 2% och g =Inz eftersom di deriverar vi bort logaritmfunktionen nér
vi utfor en partiell integrering: F' = z%/2 och g’ = 1/z . Detta ger oss allts att

3 3 1 3 1
m2-lnmdm:$—-lnm— m—-—dm:m—-lnm—— 22 dz
3 3 =z 3 3
3 1 3
:%-lnw—g-%—i—C::1,—):03(ln:c—%)+0.

Exempel 2

Bestdm integralen / z’e® dzx |

Sitt f = e® och g = x?, vilket ger att F = e® och g’ = 2z, och en partiell

integrering ger att
/a:2e”” dz = z%e® — /23: e’dz.

Har kravs ytterligare partiell integration for att 16sa den nya integralen




[ 2z e” dx . Viviljeri detta fall f =e” och g = 2z, vilket ger att F' = e”
och ¢ =2

/2a:e””dm =2ze® — /26””(13: =2ze® —2e"+C.
Den ursprungliga integralen blir alltsa

/mzemdw:wzem—2me$+2ew+0.

Exempel 3

Bestdm integralen / e*coszdx .

I en forsta partiell integrering viljer vi att integrera faktorn e® och derivera
faktorn cosz

/e“‘coswdw:e“”-cosm—/e’”-(—sinw)dm.
/ezcosmdm:ezcosm—k/emsinmdm.

Resultatet blev att vi visentligen bytte ut faktorn cosz mot sinz i integralen.
Om vi dérfor partialintegrerar en gang till (integrera e® och derivera sinz ) dé
far vi att

/e“c sinzdr =e*sine — /e“c coszdx.
Den ursprungliga integralen dyker hir alltsé upp igen. Vi far sammantaget:

/ezcoswdw:e’”cos:c—ke””sinw—/ezcoswdw

och samlar vi integralerna i ena ledet fés att

/e”” coszdr = je®(cosz +sinz) + C.

Trots att de partiella integrationerna i detta fall inte ledde till ndgon enklare
integral kom vi alltsé fram till en ekvation dédr den ursprungliga integralen kunde
”16sas ut”. Detta &r inte helt ovanligt nédr integranden &r en produkt av
trigonometriska funktioner och/eller exponentialfunktioner.

Exempel 4
) 1oz
Berikna integralen / = dz .
0

Integralen kan skrivas om som




T
o € 0

Siattnu f = e ® och g = 2z, och partialintegrera

1 1 1 1 1
/ 2a:-ei$da::[—2me””] —1—/ 267””:[—23367”} +{—267$]
0 0 0 0 0

=(-2-e)-0+(-2-e)—(-2)=—=-=+2=2——

Exempel 5

Berikna integralen / In+/z dz .

Vi utfor forst en variabelsubstitution u = 4/ vilket ger att
du =dz/2\/z = dz/2u ,dvs,dz = 2udu,

/ln\/gdm:/lnu-Zudu.

Sedan partialintegrerar vi. Sitt f = 2u och g = Inw , vilket ger att

1 2
/lnu-2udu :uzlnu—/uz-—du:u2lnu—/udu:u2lnu—%+C’
U

:mln\/g—g—i—C:m(ln\/_—%)—kC.

Anm. Ett alternativt tillvigagangssitt &r att skriva om den ursprungliga
integranden som In/z = }Inz och sedan partialintegrera produkten 3 -Inz.




Ovningar 2.3

Ovning 2.3:1

Ber#kna integralerna

a) /2:::6_z dz b) /(:L' + 1)sinz dz
¢) /:c2 cosz dzx d) /wlnmdm
Ovning 2.3:2

Ber#kna integralerna

1
a) /eﬁdw b) /w3ez2dw
0

¢) /tanwdw d) /lnwdm



3.1. Rikning med komplexa tal

Innehall:

m Real- och imaginérdel

m Addition och subtraktion av komplexa tal

= Komplexkonjugat

= Multiplikation och division av komplexa tal

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

» Berikna uttryck som innehéller komplexa tal och dr uppbyggda av de fyra
raknesitten.

» [osa komplexa forstagradsekvationer och forenkla svaret.

Inledning

De reella talen utgor en fullstdndig méngd av tal i den meningen att de fyller
tallinjen, dvs. det finns inga "hal" i den reella tallinjen. Trots detta ricker de reella
talen inte till som I6sningar till alla algebraiska ekvationer, dvs. det finns
ekvationer av typen

apz" +a, 2"+t azt+ag=0

som inte har ndgon 16sning bland de reella talen. Exempelvis har ekvationen
z? + 1 = 0 ingen reell 16sning, eftersom inget reellt tal uppfyller att 2% = —1 .
Om vi ddremot kan tinka oss 4/—1 som det tal som uppfyller ekvationen

z? = —1 och tillater oss att rikna med /—1 som vilket tal som helst, sd visar det
sig att alla algebraiska ekvationer har 16sningar.

Talet 4/—1 dr alltsa inget reellt tal; vi kan inte ga ut i naturen och uppméta /—1

nagonstans, eller hitta ndgot som &r 4/—1 till antalet, men vi kan &nda ha nytta av
talet 1 hogst reella sammanhang.

Exempel 1

Om vi skulle vilja ta reda pad summan av rétterna (16sningarna) till ekvationen

x> — 2z 4+ 2 =0 sa far vi forst [6sningarna #; = 1+ 4/—1 och

z, = 1 — 4/—1 . Dessa rotter innehéller det icke-reella talet 4/—1 . Om vi for
en stund tillater oss att rdkna med /—1 s ser vi att summan av ; och z, blir
14++/—1+1—+/—1=2 ,alltsa ett hogst reellt tal.
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For att 16sa vart problem var vi hir tvungna att tillfédlligtvis anvénda tal som inte
ar reella for att komma fram till den reella 16sningen.

Definition av komplexa tal

Man inf6r den imagindra enheten i = /—1 och definierar ett komplext tal som ett
objekt som kan skrivas pa formen

z=a+bi,

dir a och b #r reella tal, och i uppfyller 32 = —1.

Om a = 0 sa kallas talet "rent imaginért". Om b = 0 sa &r talet reellt. Vi ser har
att de reella talen utgor en delméngd av de komplexa talen. Midngden av de
komplexa talen betecknas med C.

For ett godtyckligt komplext tal anvdnder man ofta beteckningen z. Om
z =a+ bi,dir a och b idrreella, sa kallas a for realdelen och b for
imagindrdelen av z. Man anvénder foljande skrivsitt:

a=Rez,

b=Im=z.

Nér man riknar med komplexa tal gér man i princip som med de reella talen, men
haller reda pé att 42 = —1.

Addition och subtraktion

Vid addition och subtraktion av komplexa tal lagger man ihop (drar ifrén) realdel
och imagindrdel var for sig. Om z = a + bi och w = ¢ 4 di &r tvd komplexa tal
giller alltsa att

z+w=a+bi+c+di=a+c+ (b+d)i,
z—w=a+bi—(ct+di)=a—c+ (b—d)i.

Exempel 2

a. (3—5i)+ (—4+i)=—1—4




b (3+2)— (5+3i)=35—1

342 3-i 6+4i 15-5i —0+0i ,
“T5 T2 10 10 10 9r0¥
Multiplikation

Komplexa tal multipliceras som vanliga reella tal eller algebraiska uttryck, med
tilldgget att i> = —1 . Generellt giller for tvd komplexa tal z = a + bi och
w = c+di att

z-w = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i .

Exempel 3

a.3(4—i)=12-3;

b. 2§(3 — 5¢) = 6i — 10i> = 10 + 6¢

c. (1+i)(2+3i)=2+3i+2i+3i*=—-1+5i
d (3+2i)(3—2i)=32—(21)>=9—-4¢>=13

e. (34+14)2=3+2-3i+i>=8+6i

Komplexkonjugat

Om z = a + bi sdkallas z = a — bi det komplexa konjugatet till z (omvént
giller ocksa att z &r konjugatet till z). Man far da sambanden

z+z=a+bi+a—bi=2a=2Rez,
z2—z=a+bi—(a—bi)=2bi=2iImz,

men kanske framfor allt, pga. konjugatregeln, att



z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®— (bi) = a® — b%> = a® + 17,

dvs. att produkten av ett komplext tal och dess konjugat &r alltid reell.

Exempel 4
a. z=>5+1 daidr z=5-—-1.
b.z=-3-2: dadar z=-3+2i.
c. z=17 daar z=17.
d z=1 dadar z= —1i.
e. z=-b51 dadr z=51.
Exempel 5

a. Om z = 4 + 3¢ da giller att
m2+2=4+4+3i+4-3i=8
mz—2=06¢

"z z=42— (3i)2=16+9 =25

b. For z giller att Rez = —2 och Im 2z =1, och far vi att
mz+2=2Rez=-4
mz—2=2iImz=2i
mz-z=(-2)2+12=5

Division

Nér man dividerar tva komplexa tal med varandra forldnger man med ndmnarens
konjugat och utnyttjar hdrigenom att ndimnaren da blir ett reellt tal. Dérefter kan
savil realdel som imaginirdel i tdljaren divideras med detta tal. Generellt, om
z=a+biochw=c+di:

z _a+bi_ (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc— ad)i
w c+di (c+di)(c—di) c? +d?
_ac+bd be — ad .

- c2+d2+ c2+d2Z




Exempel 6

442 (4+20)1—d) 4—4i+2 -2 6—2

et = = :3—'
1+i  (144)(1—1i) 1— 42 2 ’
25 25(3 + 4i) 25(3 4 4i)  25(3 + 44) ,

b. - = . ~ = - = =3+4i
3—4i (3—4i)(3+4i) 32— 1642 25
. 3—'2i:(3—.2i).(—i):—3i—|j2i2:—2—3i:_2_3i
i i(—1) —2 1
Exempel 7
. 2 i 22+4)  d(l—d) 442 14
Co2—4 1+4i (2-9)(2+4) (A+a)(1-3) 5 2
_8+4 545i 3—i
10 10 10
L2 1-i 2 1—43—2 —1—14
b 1—3 _ 1—4 1—3 _  1—4i _ 1—i
‘ % + i 2i(2 + 1) i 4i+2i2+i —2+5¢
241 (244) 244 2+ 2+1
o -1—-i 244 (—1—14)(2+41)
1—4 —2+45i (1—4)(—2+55)
. —2—i-2—4  -1-3i (-1-3i)(3-Ti)
245+ 252 3+Ti (34 7i)(3—Ti)
=34 Ti—9i+2182  —24-2i —12—34
B 32 — 492 B8 29
Exempel 8

T
5+ ai blir reellt.

Bestdm det reella talet a sa att uttrycket
Forlang med ndmnarens konjugat sa att uttrycket kan skrivas med separata real-
och imagindrdelar

(2-3i)(2—ai) 4—2ai—6i+3ai®° 4—3a—(2a+6)i

(24 ai)(2 — ai) 4 — a?i? 4+ a?

Om uttrycket ska bli reellt s maste imaginédrdelen vara 0, dvs.

2a+6=0 << a=-3.




Ekvationer

For att tvd komplexa tal z = a + bi och w = ¢ 4 di ska vara lika, krédvs att bade
real- och imaginérdel 4r lika, dvs. att @ = ¢ och b = d. Nér man soker ett okdnt
komplext tal z i en ekvation kan man antingen forsoka 16sa ut talet z pa vanligt
vis, eller sétta in z = a + bi i ekvationen och dérefter jaimfora real- och
imaginédrdelar i ekvationens bada led med varandra.

Exempel 9

a. Losekvationen 3z +1—-i=2—-3+7i .
Samla z i vénsterledet genom att subtrahera bada led med z
2z41—-i=-3+Ti
och subtrahera sedan med 1 — ¢

2z = —4+ 8i.

—4+ 8i )
Detta ger att 2 =T T -2+ 4.

b. Los ekvationen z(—1—1¢) =6 — 2i .

Dela bada led med — 1 — ¢ for att fa fram z
L 6—2i (6 —2i)(—1+14) B —6 + 6% 4 21 — 232

S —1—d  (—1—4)(—1+1) (—1)2 — 42

—4 + 8%
il (U ST
2
c. Los ekvationen 3iz —2i =1 — 2z .

Adderar vi z och 27 till bada led fas
Jiz+2z=1+2t < 23i+1)=1+23.
Detta ger att

1420 (14+2)(1-3) 1-3i+2i—6i% 7—4

T3 (1+3)1-3)  1-92 10

d. Los ekvationen 22 +1 —i=2+3 + 27 .

I ekvationen forekommer z ocksa som z och darfor skriver vi z som
z = a + ib och loser ekvationen for a och b genom att sétta real- och
imaginidrdel av bada led lika

2(a+bi)+1—i=(a—bi) +3+2
dvs.

(2a+1)+ (26— 1)i = (a + 3) + (2 — b)i,

vilket ger att




2a+1 =a+3 a=2
= .
26—1=2-b b

Svaret dralltsd z =2+ 3.

Rad for inlésning
Ténk pa att:

Rékning med komplexa tal fungerar pa samma sitt som med vanliga tal forutom
att i2 = —1.

Kvoter av komplexa tal réknas ut genom att forldnga braket med ndmnarens
komplexkonjugat.




Ovningar 3.1

Ovning 3.1:1

Skriv i formen a + bi, dir a och b ir reella tal

a) (5 —2i)+ (3 +5i) b) 3i—(2—1)

c) i(2+ 3i) d) (8 —2i)(7+ 5i)

e) (1+14)(2—1i)° f) %+t
Ovning 3.1:2

Skriv i formen a + ib, ddr a och b ir reella tal

3—2¢ 3¢ 1414
a) . b) - — .
1+14 4—-6i 3+ 2
5 1
o (2-iv3)? & 1+
1+ z\/g 3i+ i
2-3i
Ovning 3.1:3
Bestdm det reella tal a sé att uttrycket i blir rent imaginért (dvs. realdel
ai
lika med noll).
Ovning 3.1:4

Los ekvationerna

a) z+4+3i=2z-2 b) (2—14)z=3+2¢

¢) iz+2=22-3 d 2+i)z=1+1
_— )

o P13 f) (1+4)z+iz=3+ 5




3.2. Polar form

Innehall:

= Det komplexa talplanet

m Addition och subtraktion i talplanet

m Belopp och argument

m Polédr form

= Multiplikation och division i polér form
= Multiplikation med % i talplanet

Lidrandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

» Ha geometrisk forstaelse for de komplexa talen och rikneoperationerna i
talplanet.
= Kunna omvandla komplexa tal mellan formen a + #b och polér form.

Det komplexa talplanet

Eftersom ett komplext tal z = a + bi bestdr av en realdel a och en imaginérdel b,
sd kan z betraktas som ett ordnat talpar (a,b) och tolkas som en punkt i ett
koordinatsystem. Man bildar dirfor ett koordinatsystem genom att stélla en
imaginér axel (en tallinje med enheten 7 ) vinkelrdt mot en reell axel (den reella
tallinjen). Vi kan nu beskriva varje komplext tal med en punkt i detta
koordinatsystem, och varje punkt beskriver ett unikt komplext tal.
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Im z‘(lmaginara axeln)
Bit
5it
4it
3t
2it

(4+3i)
.

(-4+20)
L]

.

% 5 4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 fsrReztReellaaxeln)

* _
(-1-4i)

Denna geometriska tolkning av de komplexa talen kallas det komplexa talplanet.
Anm: De reella talen, dvs. alla komplexa tal med imagindrdel 0, ligger alltsa langs
den reella axeln. Man kan dérfor se utvidgningen av talsystemet fran R (de reella
talen) till C (de komplexa talen) som att tillfora en ny dimension till den redan
fyllda tallinjen.

Addition av komplexa tal far helt naturligt en enkel tolkning i det komplexa
talplanet och sker geometriskt pd samma sétt som vid addition av vektorer:

Imz
F 3
ZHW
bi+di+ .
w=c+di
di4 .
hi- ® 2=a+bi
¢ a a*t Rez

Subtraktion kan ses som addition av motsvarande negativa tal, dvs.
z—w = z+ (—w) och fér f6ljande utseende:

Imz
'Y

LE=:

Rz

Rez




Exempel 1

Givet z=2+1¢ och w = -3 —¢ .Markera z, w, z, z— w och z —w idet
komplexa talplanet.

Vi har att
mz=2—4
mw=—-3+1
mz—w=2+i—(-3—-49)=5+2
Bz—w=2—-i—(-3+4+9)=5-2i (=z—w)
Imz
k
4i
Ji
Z-W
2i +
£
i -
4 3 -2 A 1 2 3 4 5 G Rez
w. _i .i
~2i )
£-w
=3
Exempel 2

Markera i det komplexa talplanet alla tal z som uppfyller foljande villkor:

a. Rez >3
b. -1<Imz<2

Den forsta olikheten definierar omradet markerat med A i figuren nedan och den
andra olikheten omradet B.

Imz
4

3 L

Absolutbelopp

De reella talen gar att ordna i storleksordning, dvs. vi kan avgora om ett reellt tal 4r
storre dn ett annat; ju ldngre till hdger pa den reella tallinjen desto storre &r talet.



For de komplexa talen saknar man denna mojlighet. Vi kan inte utan vidare avgora
vilket tal som &r storstavt.ex. z =1—14 och w = —1+ ¢ . Med hjélp av
begreppet absolutbelopp kan vi dock definiera ett matt pa storleken av ett komplext
tal.

For ett komplext tal z = a + b definieras absolutbeloppet | z | som

|z| =1a?+b2.

Viseratt | z| &r ettreellt tal och att | z| > 0. For reella tal & b = 0 och da giller

att | z| = va® = | a|, vilket 6verensstimmer med den vanliga definitionen for
absolutbelopp av reella tal. Geometriskt dr absolutbeloppet avstandet fran talet
z = a + ib (punkten (a,b))till z= 0 (origo), enligt Pythagoras sats.

Imz

z=a+hi
hi

|z b |z =+/a%+ b2

a Rez

Avstand mellan komplexa tal

Med hjilp av formeln for avstand mellan punkter i ett koordinatsystem far man
ocksa en viktig och anvidndbar tolkning av absolutbelopp. Avstandet s mellan tva
komplexa tal z = a + ib och w = ¢ + id (se fig.) kan med hjélp av
avstandsformeln skrivas

s:\/(a—c)2+(b—d)2.

Imz
F 3
i z=a+hi
bi
Mh'd
di
w=c+di a-c
c a 'Re z

Eftersom z — w = (a — ¢) + i(b — d) , sa far man att

|z—w|=+/(a—c)?+ (b—d)? = avstandet mellan talen z och w.



Exempel 3

Markera foljande talméngder 1 det komplexa talplanet:

a. |z|=2

Ekvationen beskriver alla tal vars avstand till origo 4r 2. Dessa tal bildar i
det komplexa talplanet en cirkel med radien 2 och medelpunkt i origo.

b. [z—-3|=1

Denna ekvation uppfylls av alla tal vars avstand till talet 3 4r 1, dvs. en
cirkel med radien 1 och medelpunkti z = 3.

c. |z+2—-1|<2
Vinsterledet kan skrivas |z — (—2 + i) | , vilket innebér alla tal pa
avstandet < 2 fran talet — 2 + 7, dvs. en cirkelskiva med radien 2 och

medelpunkti — 2 + 7 .

d 1<|z—(2+38)|<1

Maingden ges av alla tal vars avstand till z = 2 + 3¢ &r mellan % och 1.

é 'Rez

Exempel 4

Markera i det komplexa talplanet alla tal z som uppfyller villkoren

|z—2i| <3
1<Rez<2




Den forsta olikheten ger punkterna pé och innanfor cirkeln med radie 3 och
medelpunkt i 27. Den andra olikheten ger ett vertikalt band av punkter
med realdel mellan 1 och 2. Det omrade som uppfyller de bada olikheterna
ges av de punkter som samtidigt ligger inom cirkeln och bandet.

b. [z4+1|=|z—2]|

Ekvationen kan skrivas | z — (—1) | = |z — 2| . Man ser dé att z ska
ligga pa samma avstand fran — 1 som fran 2. Detta villkor uppfylls av
alla tal z som har realdel 1/2.

Imz

h
i

Imz

3

i

! Rp.z=;—

3i

2i

i

-4 3 4 Rez -3 -2 - 1 2 3 Rez
-
Zi -2i

Poléar form

I stéllet for att ange ett komplext tal z = & + 4y 1 dess rektangulédra koordinater
(z,y) kan man anvinda poléra koordinater. Detta innebér att man anger talets lige
i det komplexa talplanet genom dess avstind, 7, till origo, samt den vinkel o som
bildas mellan den positiva x-axeln och strickan fran origo till talet (se figuren).

Imz
=R

r rsinc

rcosc ¥ Rez

Eftersom cosa = z/r och sina =y/r siir € =rcosa och y=rsina.
Talet z =  + iy kan dérfor skrivas som

z=rcosa+irsina=r(cosa+isina),




vilket kallas den poldira formen av ett komplext tal z. Vinkeln « kallas
argumentet for z och skrivs

a=argz.

Vinkeln « kan t.ex. bestimmas genom att 16sa ekvationen tana = y/z . Denna
ekvation har dock flera 16sningar, varfér man maste se till att man véljer den
16sning o som gor att z = r(cos o + i sina) hamnar i ritt kvadrant.

Argumentet till ett komplext tal dr inte heller unikt bestdmt eftersom vinklar som
skiljer sig at med 27 anger samma riktning i det komplexa talplanet. Normalt
brukar man dock ange argumentet som en vinkel mellan 0 och 27 eller mellan
—m och 7.

Det reella talet r, avstandet till origo, kidnner vi redan som beloppet av z,

r=vaz*+y=|z|

Exempel 5
Skriv f6ljande komplexa tal i polér form:
a. —3

Viharatt | — 3| =3 och arg(—3) = 7 , vilket betyder att
—3=3(cosm+isinm) .

b. ¢

Viharatt |i| =1 och argi = 7/2 s ipoldr form ar
i = cos(m/2) + i sin(mw/2) .

c. 1—1

Formeln for beloppet av ett komplext tal ger att

|1—i|=4/12 + (—1)2 = /2 . Det komplexa talet ligger i den fjirde
kvadranten och bildar vinkeln 7/4 med den positiva reella axeln, vilket
geratt arg(l —4) =2m —w/4 = Tw/4 . Alltsé &r
1—i=+/2(cos(7m/4) + isin(7m/4))

d. 2v/3+2i




Beloppet dr enklast att rdkna ut

12¢/3+2i| =4/(2V3)2+22 =16 = 4.

Om vi kallar argumentet for « sé uppfyller det sambandet
2 1
2v3 V3

och eftersom talet ligger i den forsta kvadranten (positiv real- och
imaginidrdel) s& &r o = /6 och vi har att

tana =

T T
2v3+21=4 — +isin—).
V3 +2i (cos6+251n6)
Imz
h
23+2i
2it
P
L [# 3
-3 1 "Rez
) 1-i

Multiplikation och division i polir form

Den stora férdelen med att ha komplexa tal skrivna i poldr form &r att
multiplikation och division da blir vildigt enkla att utféra. Fér godtyckliga
komplexa tal z = |z |(cosa + isina) och w = |w|(cosB + isin3) kan man
genom de trigonometriska additionsformlerna visa att

z-w=|z||w|(cos(a + B) +i sin(a + B)),

u(cos(oz — B) + i sin(a — B)) .

z
[w]

z
w

Vid multiplikation av komplexa tal multipliceras alltsa beloppen, medan
argumenten adderas. Vid division av komplexa tal divideras beloppen och
argumenten subtraheras. Detta kan kortfattat skrivas:

|z-w|=|z|-|w| och arg(z-w)=argz+argw,

z | 2 | z
‘—‘:— och arg(—) =arg z —arg w.
|w] w

I det komplexa talplanet innebér alltsd en multiplikation av z med w att z
forlangs med faktorn |w | och roteras moturs med vinkeln arg w .



v
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Exempel 6

Beridkna foljande uttryck och genom att skriva om pa polér form:

(- B/ 5%

a.

Vi skriver téljaren och ndmnaren i polédr form

1 i m . Tm
(— — —) =1- (cos—4 +1 sm—4)

1 i 1 ( 3m L 37r)
—— 4+ —) =1-(cos— +isin—
( + ) 4 4

och da foljer att T T
cos—4 +1 sin—4

1 i 1 7
G @ R e .
cos—4 +1 sm—4

w 3w .. (Tt 3w ..
= cos(— ——)—l—z sm(—4 ——4) =cosm+1tsinm = —1.

b. (=2 — 2¢)(1+ 1)
Faktorerna i uttrycket skriver vi i polédr form

(-2 —2i) = \/g(cosf)—zlT +1 sinS—Z) ,

T .7
(1+14) Z\/E(cosz +1 smz>.

Genom att utféra multiplikationen i poldr form far vi att

(—2 - 2i)(1+1) = V8- ﬂ(cos(%’ +2) Sin(if 1)

= 4(cosi +1 sinﬁ> = —43.
2 2




Exempel 7

T .m
(cos r + ¢sin E) . Svara pa polar form.

" . z
a. Berikna iz och = om 2z = 2
(]

™
Eftersom ¢ =1- (COSE —|—isin5> sa dr
) 2( (7r+7r)+_ . (7r+7r>> 2( 27r+,_ 27r)
=2(cos(=+—= isin(—= +— = 2(cos— + isin—
vz 6 2 R 3 Ty
;z_: 2(cos(7—g —g) +1 sin(g —g)) = 2<cos_—37T +1 sin_—w>.

Tm .. Tr
cos—r +1 sm—r | Svara pa polar

b. Beridkna iz och E om z =3 (
(]

form.

Anvinder vi den polédra formen av 7 sa fas att
3 77T+7T L 7W+W _3 97r+_,97r
iz =3(cos(“ +3) +isin(p +5) ) =3(cos= +isin)

™ ..
:3(00571 +1,smz) ,
Z_ 2(cos(ﬁ — z) +1 sin(ﬁ — z)) = 2<cosﬁ +1 sinﬁ) .
i 4 4 2 4

Vi ser hir att multiplikation med ¢ innebér en rotation 7/2 moturs, medan

division med ¢ medfor en rotation /2 medurs.

Imz
Imz




Ovningar 3.2

Ovning 3.2:1

Givet de komplexa talen 2 =2 +4¢, w =2+ 37 och u = —1 — 2¢ . Markera
foljande tal i det komplexa talplanet

a) z och w b) z4+wuwoch z—u
¢) 2z+w d) z—w+u
Ovning 3.2:2
Rita in foljande méngder i det komplexa talplanet
a) 0<Imz<3 b) 0 <Rez<Imz<1
c) |z| =2 d |z—1—-14=3
e) Rez=i+z ) 2<]z—14 <3
Ovning 3.2:3

De komplexa talen 1 44, 3 4+ 27 och 3:¢ bildar i det komplexa talplanet tre
horn i1 en kvadrat. Bestdm kvadratens fjarde horm.

Ovning 3.2:4

Bestim beloppet av

a) 3+4: b) (2—14)+ (5+ 37)
3—4i
3—44)(3+ 2 d
©) (38— 4i)(3+2i) )
Ovning 3.2:5
Bestdm argumentet av
a) —10 b) —2+ 2
©) (vV3+i)(1—1) d) T
Ovning 3.2:6
Skriv foljande tal i polar form
a) 3 b) —11:
©) —4—4i d) /10 + /304
N 1+iv3 5 (2 4 2i)(1 +14v/3)

1+ 3i(v/12 — 2i)



3.3. Potenser och rotter

Innehall:

m de Moivres formel

» Binomiska ekvationer
= Exponentialform

= Eulers formel

» Kvadratkomplettering
= Andragradsekvationer

Lérandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

= Berikna potenser av komplexa tal med de Moivres formel.

m Beridkna rotter av vissa komplexa tal genom omskrivning till poldr form.
m Losa binomiska ekvationer.

» Kvadratkomplettera komplexa andragradsuttryck.

» Losa komplexa andragradsekvationer.

De Moivres formel

Réknereglerna arg(zw) = argz +argw och |zw|=|z]| |w]| betyder att
{ arg(z-z) = argz + argz { argz® = 3argz
0.8.V.
|z -z =|z]-|z] |22 =z

For ett godtyckligt tal z = 7 (cosa + ¢ sina) har vi dérfor f6ljande samband
n

2" = (r(cosa —i—isina))n =r" (cosna + i sinna).

Om |z| =1, (dvs. z ligger pa enhetscirkeln) giller speciellt

(cosa+isina)” = cosna + i sinna,

vilket brukar kallas de Moivres formel. Denna relation dr mycket anvéndbar nir det
giller att hirleda trigonometriska identiteter och berdkna rétter och potenser av
komplexa tal.
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Exempel 1

14
Om z = I , berakna 2% och 2190
V2

1
Skriver vi z ipoldr form 2z =-—
V2

Moivres formel oss att

3 ( 7r+,,7r)3 7r+__37r 1+1, —1+73
29=\|cos— +isin— ) =cos— +isin— =—+ +—1 = ,
4 4 4 4 \/5 \/5 \/5
100 w o, w100 100 . . 100w
z :(cos——i—zsm—) = COS 4+ 1 sin
4 4
= cos2bm + 1 sin25mw = cosw + ¢ sinwm = —1.

Exempel 2

Pa traditionellt sitt kan man med kvadreringsregeln utveckla

(cosv + i sinw)? = cos?v + i sin?v + 2i sinv cos v

= cos?v — sin?v + 2i sin v cos v

och med de Moivres formel fa att

(cosv + isinv)* = cos2v + isin2v .

Om man identifierar real- respektive imagindrdel i de bada uttrycken far man de
kénda trigonometriska formlerna

{ cos 2v = cos?v — sin’v,

sin2v = 2sinv cosv .

Exempel 3

(V3 +aH
(1+iv3)7(1+i)10

Berikna

Vi skriver talen /3 + i, 1+ i4/3 och 144 i polir form
. \/§+i:2(cosz+isinz> ,
6 6
. 1+i\/§:2(cosz+isinz> ,
3 3
n 1+i:\/§(cos7zr+isin7zr>

Da far vi med de Moivres formel att




214 (cosiﬁ7T +1 sinﬂ )

(\/§+ 7:)14 B 6
1+ i\/§)7(1 +14)10 27 (0057—3 +1 sm— ) (\/_ 10 (COS—4 +1 sinﬂ )

4

och detta uttryck kan férenklas genom att utféra multiplikationen och divisionen
1 poldr form

cos—6 + 1 s1n—6 ) 157 - 157
=2 (cos( )—i—ism( ))
912 ( 29 . 297w 6 6

- 4<cos<—7—2r) +i sin<—7—2r>> — 4.

214( 4T 147r)

Binomiska ekvationer

Ett komplext tal z kallas en n:te rot av det komplexa talet w om

Ovanstadende samband kan ocksa ses som en ekvation dir z dr den obekante, och en
sadan ekvation kallas en binomisk ekvation. Losningarna ges av att skriva bada leden i
polér form och jamfora belopp och argument.

For ett givet tal w = |w| (cos@ + i sin@) ansitter man det sdkta talet
z =7 (cosa + i sina) och den binomiska ekvationen blir

r" (cosna + isinna) = |w| (cosf + isinf),

dédr de Moivres formel anvints i véinsterledet. For belopp och argument maste nu gélla
r" = |l
na=0+k-2m.

Observera att vi ldgger till en multipler av 27 for att f& med alla varden pa argumentet
som anger samma riktning som 6. Man far da att

(o

a=(0+2kn)/n, k=0,+1,+2,...

Detta ger etf virde pd r, men odndligt manga virden pad « . Trots detta blir det inte
odndligt manga l6sningar. Fran k = 0 till k = n — 1 far man olika argument for z och
ddrmed olika ldgen for z i det komplexa talplanet. For 6vriga virden pd k kommer man
pga. periodiciteten hos sinus och cosinus tillbaka till dessa ldgen och far alltsé inga nya
16sningar. Detta resonemang visar att ekvationen z™ = w har exakt n rotter.

Anm. Observera att rétternas olika argument ligger 27/n ifrén varandra, vilket gor att
rétterna ligger jamnt fordelade pa en cirkel med radien 4/|w| och bildar hérn i en
regelbunden #-horning.



Exempel 4
Los den binomiska ekvationen z* = 161 .

Skriv z och 164 i polidr form
m z=r(cosa+isina),

T T
16':16( T '—).
u 1 cosz—kzsm2

D4 ger ekvationen z* =161 att

r* (cos 4 + i sin4a) = 16(cos7—2r + isin7—2r) )

Niér vi identifierar belopp och argument i bada led fas att
{r4=16 {r:\/416:2
d.v.s.

da=m/2+k- 27 a=n/8+kn/2, k=0,1,2,3

Losningarna till ekvationen ar alltsa mz

z1:2(cos7—8r+isin7—8r> zi
5 . . bmw
Zy 2(cos— +1 sm—8)
021
97 . . 9w
z3 = 2(cos—8 +1 sm—8)
137 . . 13«
Zy = 2(cos—8 +1 sm—8)

Exponentialform av komplexa tal

Om vi behandlar 7 likvérdigt med ett reellt tal och betraktar ett komplext tal z som en

funktion av « (och r dr en konstant),
f(a) =r(cosa+1isina)

sa far vi efter derivering

f'(a) = —rsina+ricosa = rg?

#"(e) = —7 cosa —ri sina = i’ r (cosa + i sina) = i% f()
0.5.V.

Den enda reella funktion med dessa egenskaper ar f(z) = e*®, vilket motiverar
definitionen

sina+ricosa=ir(cosa+isina) =1 f(a)

Rez



e =cosa+isina.

Denna definition visar sig vara en helt naturlig generalisering av exponentialfunktionen

for reella tal. Om man sitter z = a + ¢b sa far man

e =e " =¢%.e® =e%cosb+isinb).

Definitionen av e* kan uppfattas som ett bekvamt skrivsitt for den poldra formen av ett

komplext tal, eftersom z = r (cosa + i sina) = re’™ .

Exempel 5

For ett reellt tal z Gverensstimmer definitionen med den reella
exponentialfunktionen, eftersom z = a + 0 -4 ger att

e”=e?% = ¢e%(cos0 +isin0) = e -1=e".

Exempel 6

Ytterligare en indikation pa det naturliga i ovanstaende definition ges av
sambandet

(e’a) = (cosa + isina)” = cosna + isinna = e,

vilket visar att de Moivres formel egentligen dr identisk med en redan kénd
potenslag,

(a®) = a""v.

Exempel 7

Ur definitionen ovan kan man erhalla sambandet

€™ =cosm +isinT = —1

vilket knyter samman de tal som brukar rdknas som de mest grundliggande inom
matematiken: e, 7w, ¢ och 1. Detta samband betraktas av manga som det
vackraste inom matematiken och uppticktes av Euler i borjan av 1700-talet.




Exempel 8
Los ekvationen (z +14)% = —8i.

Sitt w = z + 4. Vi far da den binomiska ekvationen w® = —8i . Till att borja
med skriver vi om w och — 8 i polér form

» w=r(cosa+isina)=re*

3 3 )
m 8= 8(005—27r +1 sin—;r) — 8¢%™/2

Ekvationen blir i polér form e = 8 e3™/2

argument i bada led har vi att

och identifierar vi belopp och

{r3:8 - {r:%

3o =3m/2 + 2km a=7/2+2kr/3, k=0,1,2

Rotterna till ekvationen blir dirmed

E W= 2e™/? = 2(005% +1 sin7—2r> =2t dvs. .z, =2i—i=1.

. 7 7
D ow, =20 = 2(cos—6ﬂ- +1 sin—67r> = —V3—i d.vs.
. 11 11
" Wy = 2 et1mi/6 — 2(cos—67T +1 sin—ﬂ) =+3—i d.v.s.

6

Exempel 9

Los ekvationen 22 =Z .
Om z=a+ b har |z| =r och argz = o sagilleratt 2 = a — b har
|Z| =r och argz = —a . Dirfor giller att z = re™® och z=re .
Ekvationen kan ddrmed skrivas

(re®)? =re eller  rPe¥ =re @,
vilket 4r ekvivalent med 7€** =1, som ger efter identifikation av belopp och
argument

{ r=1 {'rzl
4
3a =0+ 2km a=2kr/3, k=0,1,2

Losningarna dr




) 4 4
_ e4m/3 — 4 i

Kvadratkomplettering

Kvadreringsreglerna,

(a +b)* = a® + 2ab + b*
(a —b)? = a® — 2ab + b*

som vanligtvis anvinds for att utveckla parentesuttryck kan dven anvéndas bakldnges for
att erhélla jamna kvadratuttryck. Exempelvis ar

22 +4z+4 = (z+2)°,

22 — 10z +25 = (¢ —5)%.

Detta kan utnyttjas vid 16sning av andragradsekvationer, t.ex.
:132 +4x+4 = 9 >
(z+2)*=9.

Rotutdragning ger sedan att & + 2 = ++4/9 och dirmedatt ¢ = —2+3 ,dvs. z =1
eller x = —5.

Ibland méaste man ldgga till eller dra ifran lampligt tal for att erhalla ett jamnt
kvadratuttryck. Ovanstaende ekvation kunde exempelvis lika gérna varit skriven

2’ +4cx—-5=0.
Genom att addera 9 till bada led far vi det 6nskade uttrycket i vénster led:

2 +42-5+9 =0+9,
22+ 4z + 4 =9.

Metoden kallas kvadratkomplettering.

Exempel 10

a. Los ekvationen z°> — 6z +7=2 .

Koefficienten framfor  dr — 6 och det visar att vi méste ha talet
(—3)? = 9 som konstantterm i vénstra ledet for att fa ett jamnt
kvadratuttryck. Genom att lagga till 2 pa bada sidor astadkommer vi detta:




22 —6z+7+2 =2+2,
22— 6z +9 =4,
(z — 3)? =4.

Rotutdragning ger sedan att £ — 3 = +2 , vilket betyder att z =1 och
z=>5.

b. Los ekvationen 22 +21 =4 — 8z .

Ekvationen kan skrivas z2 + 82z + 17 = 0. Genom att dra ifrdn 1 pé béda
sidor far vi en jaimn kvadrat i vénster led:

22 +82+17-1 =0-1,

22 +8z+ 16 =-1,

(Z + 4)2 =-1 )

och darfor ér z + 4 = ++/—1 . Med andra ord 4r 16sningarna
z=—-4—¢3 ochz=—-4+1.

Generellt kan man séga att kvadratkomplettering gar ut pa att skaffa sig "kvadraten pa
halva koefficienten for 2" som konstantterm i andragradsuttrycket. Denna term kan man
alltid lagga till i bada led utan att bry sig om vad som fattas. Om koefficienterna i
uttrycket dr komplexa s kan man g4 till viga pa samma sitt.

Exempel 11

8
Los ekvationen @2 — gm +1=2 .

Halva koefficienten for ¢ &r — § . Vi ligger alltsé till (—%)2 = 15 ibada led

2’ Sz B 41 =2+,
(il«'_%)2 +1:39_4,
- =%

Nu ér det enkelt att fa fram att ¢ — 3 = +£32 och darmed att ¢ = 3 & 2, dvs.

3
a::—% och z = 3.

Exempel 12

Los ekvationen 2 +pz+q=0 .




Kvadratkomplettering ger

e (3) 0 ()
"+ px+ (2) +4q 2)
2% _ (2)2 _
2
p — 44/ (2) _
T+ 5 2 q.
Detta ger den vanliga formeln, pg-formeln, for 16sningar till
andragradsekvationer
p p\?
R
T 2) 1
Exempel 13

Los ekvationen 2% — (12 +4i)z —4+24i =0 .

Halva koefficienten for z dr — (6 + 2¢) sa vi adderar kvadraten pa detta
uttryck till bada led

22— (12 + 4i)z + (—(6 + 24))* — 4 + 24i = (—(6 + 29))*.

Riknar vi ut kvadraten (—(6 + 2i))? = 36 + 24i + 4i* =32+ 24i |
hogerledet och kvadratkompletterar vénsterledet fas

(z— (6 +2i))* —4+24i =32+ 244,
(z — (6 + 24))* =36.

Efter en rotutdragning har vi att 2 — (6 + 2¢) = £6 och dérmed &r I6sningarna
z=1242i och z = 2i.

Om man vill dstadkomma en jimn kvadrat i ett fristiende uttryck s kan man ocksa gora
pa samma sétt. For att inte dndra uttryckets virde ldgger man da till och drar ifrdn den
saknade konstanttermen, exempelvis

224+ 10c+3 =22+ 10z +25+3— 25
= (z +5)* — 22.

Exempel 14

Kvadratkomplettera uttrycket 2% + (2 — 4i)z + 1 — 3i .

Ligg till och dra ifran termen (3(2 — 41'))2 =(1-2)2=-3—-4i ,




2+ (2-4)z+1-3 =22+ (2—4i)z+ (1 -2 —(1—2)*+1—3i
—(z+(1-2)" —(1-2)°+1-3i
— (z+(1—2))" — (—3—4i)+1—3i
— (24 (1—20))* +4+4.

Losning med formel

Att 16sa andragradsekvationer dr ibland enklast med hjélp av den vanliga formeln {for
andragradsekvationer. Ibland kan man dock réka ut for uttryck av typen +/a + ib. Man
kan da ansitta

z=xz+1iy=+a+ib.
Genom att kvadrera bada led far vi att

(x +iy)? = a+ib,

Identifikation av real- och imaginérdel ger nu att

2’ —y’ =a,

2zy = b.
Detta ekvationssystem kan 16sas med substitution, t.ex. y = b/(2z) som kan sittas in i
den forsta ekvationen.

Exempel 15
Beridkna v —3 — 41 .

Sitt * +1y = v —3 —4¢ dir = och y ir reella tal. Kvadrering av bada led
ger

? —y? + 2eyi = —3 — 4,

vilket leder till ekvationssystemet

{ 22—y = -3,
2zy = —4.
Ur den andra ekvationen kan vi losaut y = —4/(22) = —2/z  och sitts detta

in 1 den forsta ekvationen fas att

4
- —=-3 o z*4+322-4=0.
22
Denna ekvation #r en andragradsekvation i z2 vilket man ser littare genom att
sitta t = x?




t?+3t—4=0.

Losningarna dr ¢t =1 och £ = —4 . Den sista 16sningen maste forkastas,
eftersom z och y ir reella tal och dd kan inte 2 = —4 . Vi far att z = +/1,
vilket ger oss tva mojligheter

m 2=—-1 somgeratt y=—-2/(—-1)=2 .
m z=1 somgeratt y=—-2/1=-2

Vi har alltsd kommit fram till att

Voaoai-{

1-2i,
—1+2i.

Exempel 16

a. Los ekvationen 2° —2z+10=0 .
Formeln for 16sningar till en andragradsekvation (se exempel 3) ger att
2=142+/1-10=1++/-9=1=%3i.
b. Los ekvationen 2%+ (4 — 2é)z —4i = 0.

Aven hir ger pg-formeln 16sningarna direkt

z=-24it V(2402 +4i=-24it/4—Li+i%+4i

= 2+i4++4/3=-2+3+i.

c. Los ekvationen 2% + (2 + 6i)z + 2+ 115 = 0.

Division av bada led med 7 ger att

=0,

24+6i 2411
AL
1 1

22+ (6—2i)z+11—2 =0.

z2+

Applicerar vi sedan pg-formeln sa fés att

z=-3+i++(-3+1)2— (11 — 2i)

z=—-3+ixt+v-3 -4

z=—-3+i+(1—2i)

ddr vi anviént det framriknade virdet pA v —3 — 4¢  fran exempel 6.
Losningarna é&r alltsa
—2—1,
z =
{ —4+ 3.




Ovningar 3.3

Ovning 3.3:1

Skriv f6ljande tal i formen a + ib, dar @ och b é&r reella tal.

a) (i— 1)1 b) (# )12 0) (43 — 4i)2
|+ ivEy 2 (1+iv3)(1 - i)?
¢ ( 1+1 ) ©) (v/3 —4)?
Ovning 3.3:2

L3s ekvationerna

a) 28 =1 b) 28 =_1 C) 25 =—1—4

d (z-1)4+4=0 ¢ (z+i)2:—1

zZ—1

Ovning 3.3:3

Kvadratkomplettera f6ljande uttryck

a) 22+22+3 b) z2+3iz—%
¢) —22—-2iz+4z+1 d) 22+ (2+3i)z—1
Ovning 3.3:4

Los ekvationerna

a) 22 =1 b) 22 -424+5=0
1 1
) —22+22+3=0 d = +z==
z 2
Ovning 3.3:5

Los ekvationerna

a) 22-2(1+1i)z+2i—1=0 b) 22-(2-4i)z+(83—-1)=0
) 22— (1+3i)z2—4+3i=0 d) (4+1)22+ (1 —21i)z =17
Ovning 3.3:6

Bestim losningarna till 22 = 1 + 4 dels i polér form, dels i formen a + b, dir
a och b ir reella tal. Anvénd resultatet for att berdkna tan g .



3.4. Komplexa polynom

Innehall:

» Faktorsatsen
® Polynomdivision
m Algebrans fundamentalsats

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Utfora polynomdivision.

» Forstd sambandet mellan faktorer och nollstéllen till polynom.

m Veta att en polynomekvation av grad » har # rétter (rdknade med
multiplicitet).

m Veta att reella polynomekvationer har komplexkonjugerade rotter.

Polynom och ekvationer

Ett uttryck pa formen
ant" +a, 2"+ ... 4 ayz +az+a

dir n 4r ett naturligt tal, kallas ett polynom av grad n i en obestdmd variabel z.
Talet a, kallas koefficienten for x, a, koefficienten for z2, etc. Konstanten a,
kallas konstanttermen.

Polynom dr grundldggande for en stor del av matematiken och visar bl.a. upp stora
likheter med vara heltal, vilket gor att vi kan rdkna med polynom pé liknande sétt
som med heltalen.
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Exempel 1

Jamfor f6ljande heltal skrivet i basen 10,
1353 =1-10° +3-10*+5-10 + 3
med ett polynomi z
2+ 322 +52+3=1-2+3-2>+5-2+3
och sedan f6ljande divisioner,

1353

T 123 eftersom 1353 =123 -11 |

3 +322+5 3
T or ¥ o+ =z +22+3 eftersom
z+1

23+ 322+ 5z +3= (2> +2z+3)(z+1)

Om p(z) é&r ett polynom av grad n sa kallas p(z) = 0 en polynomekvation av
grad n.Om z = a ér ett tal sddant att p(a) = 0 sa kallas ¢ = a en rot, eller
16sning till ekvationen. Man sdger ocksé att « = a &r ett nolistille till p(z) .

Som exemplet ovan visade kan polynom divideras precis som heltal. En sddan
division gar, precis som for heltal, i allménhet inte jamnt upp. Om t.ex. 37
divideras med 5, far man

37 3542 2
TE =T

Utrdkningen kan dven skrivas 37 = 7-5 + 2 | Talet 7 kallas kvot och talet 2 rest.
Man séger att division av 37 med 5 ger kvoten 7 och resten 2.

Om p(z) och g(z) &r polynom si kan man pa liknande sitt dividera p(z) med
g(z) och entydigt bestimma polynom k(x) och r(x) sa att

§e) 7@
@ " ey

eller p(z) = k(z) - g(z) +r(xz) . Man sdger hér att polynomdivisionen ger
kvoten k(z) och resten r(z) .

Det dr uppenbart att en division gar jamnt upp om resten dr noll. Fér polynom
uttrycks detta pa foljande sétt: Om 7(z) = 0 sé &r p(x) delbart med g(z), eller,
g(z) dr en delare till p(z).Man skriver

p(z) _ . (2),

q(z)

eller p(z) = k(z) - g(z) .



Polynomdivision

Om p(z) é&r ett polynom med hogre grad dn polynomet g(z) sa kan man dividera
p(z) med g(z). Det kan t.ex. goras genom att successivt subtrahera ldmpliga
multiplar av g(z) fran p(z) tills den aterstdende tdljaren har ldgre grad dn g(z) i
nédmnaren.

Exempel 2

2+ 2% —z+4
x4+ 2

Utfor polynomdivisionen

Det forsta steget dr att vi ldgger till och drar ifién en lamplig z? -term i téljaren

w3+m2—m+4_m3+2m2—2m2+w2—w+4
z+2 - z+2 ’

Anledningen till att vi gor detta &r att nu kan deluttrycket 3 + 222 skrivas som
z?(x + 2) och forkortas med nimnaren
i (z+2) -2z +2?—z+4 , —22-z+4
= 2 |
x+2 ' x4+ 2

Sedan lagger vi till och drar ifrdn en lamplig x -term s4 att den ledande z? -termer
i tdljaren kan forkortas bort

2|—m2—2w+2m—m+4 9

—z(z+2)+2c—z+4
T T =T T
x4+ 2 x+2

4
:m2—m+w+ .
T+ 2

Det sista steget dr att vi ldgger till och drar ifrdn en konstant

9 z+4 9 z+2—-2+4 2
-+ =z° -z =z -z+1+——
z+2 z+2 +2
Alltsa giller att
Btz —z+4 9
=z —z+1+ .
z + 2 z+2

Kvoten dr £2 — 2 + 1 och resten dr 2. Eftersom resten inte &r noll gar

divisionen inte jamnt upp, dvs. g(x) = « + 2 &r inte en delare till
pl)=z>+22—z+4 .

Samband mellan faktorer och nollstéiillen

Om g(x) éren delare till p(z) sa géller alltsa att p(z) = k(z) - g(z) . Vihar
ddarmed faktoriserat p(z) . Man siger att g(z) &r en faktor i p(z) . Speciellt giller
att om forstagradspolynomet (z — a) 4r en delare till p(z) sd ér (z — a) en



faktor i p(x) , dvs.
p(z) =q(z) - (z - a).

Eftersom p(a) = gq(a) - (@ —a) =q(a)-0=0 s3 betyder detta att z = a &r ett
nollstélle till p(x) . Detta dr precis innehallet i den s.k. faktorsatsen.

Faktorsatsen
(z — a) 4r en delare till polynomet p(x) om och endast om & = a ir ett
nollstille till p(z) .

Observera att satsen géller at bada héllen, dvs. om man vet att = = a &r ett
nollstélle till p(x) sa vet man automatiskt att p(z) 4r delbart med (z — a) .

Exempel 3
Polynomet p(z) = z* — 6z + 8 kan faktoriseras som
z? — 6z +8=(z—2)(x—4)

och har dérfor nollstédllena « = 2 och & = 4 (och inga andra). Det ar precis
dessa man far fram om man 18ser ekvationen 2 — 6z +8 =10 .

Exempel 4

a. Faktorisera polynomet z* — 3z — 10 |
Genom att bestdimma polynomets nollstéllen far man enligt faktorsatsen
automatiskt dess faktorer. Andragradsekvationen > — 3z —10 =0 har

16sningarna

3 3.2 3 7
22y — 1y =2+t
TTy (2) (F10) =5 +3,

dvs. £ = —2 och z = 5. Detta betyder att
22 -3z —-10= (z — (-2))(z —5) = (z + 2)(z — 5)

b. Faktorisera polynomet z* + 6z +9 .

Detta polynom har en dubbelrot

z2=-3+(-32-9=-3

och dirmed &r 2 + 6z +9 = (z — (=3))(z — (=3)) = (= + 3)?




c. Faktorisera polynomet 2’ — 4z +5 |
I detta fall har polynomet tva komplexa rétter

z=2++/22-5=2++-1=2=+1

och faktoriseringen blir (z — (2 —14))(z — (2 +1)) .

Exempel 5
Bestdm ett tredjegradspolynom med nollstéllena 1 , — 1 och 3.

Polynomet maste enligt faktorsatsen ha faktorerna (z — 1), (z + 1) och
(z — 3) . Multiplicerar vi ihop dessa faktorer far vi just ett tredjegradspolynom

(z—1)(z+1)(z—3)=(2*—1)(z—3) =2 32> —z +3.

Algebrans fundamentalsats

Vi inforde i borjan av detta kapitel de komplexa talen for att kunna 16sa
andragradsekvationen 2> = —1 och man kan nu stélla sig den lite mer teoretiska
fridgan om detta ricker, eller behdver vi uppfinna fler typer av tal for att kunna I6sa
andra mer komplicerade polynomekvationer. Svaret pa den fragan ar att det
behover vi inte gora utan det ricker med de komplexa talen. Den tyske
matematikern Carl Friedrich Gauss bevisade ar 1799 algebrans fundamentalsats

som séger foljande:

Varje polynom av grad n > 1 med komplexa koefficienter har minst ett
nollstille bland de komplexa talen.

Eftersom varje nollstille enligt faktorsatsen motsvaras av en faktor, kan man nu
ocksé faststélla foljande sats:

Varje polynom av grad n > 1 har exakt n stycken nollstéllen om varje
nollstille riknas med sin multiplicitet.

(Med multiplicitet menas att ett dubbelt nollstille riknas 2 ganger, ett
trippelnollstille 3 ganger, osv.)

Notera att dessa satser bara séger att det finns komplexa rétter till polynom men
inte Aur man raknar ut dessa. I allminhet finns det ingen enkel metod att skriva upp
en formel for rétterna, utan for polynomekvationer av hogre gradtal far vi anvénda
diverse knep for att 16sa. Om vi haller oss till polynom med reella koefficienter sa



ar ett av dessa knep som kan hjdlpa oss att polynomets komplexa rotter alltid &r
komplexkonjugerade.

Exempel 6

Visa att polynomet p(z) = z* — 42 + 622 — 4z + 5 har nollstillena = = ¢
och z = 2 — i . Bestdm dérefter 6vriga nollstéllen.

Vi har att
p(i) =" —4* + 6> —4i+5=1+4i-6—-4i+5=0,

p(2—i) =(2—9)*—4(2—-i)+6(2—14)?—-4(2—-14)+5.
For att rikna ut det sista uttrycket behover vi bestimma

(24?2 =4—4i+i =34,

(2—4)° =(3—4i)(2—149)=6—3i — 8 +4° =2 114,

(2 —14)* =(2-113)(2 i) =4 — 26 — 22i + 11i* = —7 — 244
Detta ger att

p(2—i) = —7 —24i — 4(2 — 114) + 6(3 — 4i) —4(2 — i) + 5
= 7—24i —8+44i + 18 —24i — 8 +4i+5=0,

vilket visar att ¢ och 2 — 4 é&r nollstéllen till polynomet.
Eftersom polynomet har reella koefficienter kan vi direkt séga att de tva andra

nollstillena dr komplexkonjugatet av de tva forsta nollstéllena, dvs. de tva andra
rotterna dr z = —¢ och 2 =2+ 4.

En konsekvens av algebrans fundamentalsats (och faktorsatsen) &r att alla polynom
kan faktoriseras i en produkt av komplexa forstagradsfaktorer. Detta géller dven
polynom med reella koefficienter, men for dessa gar det att multiplicera ihop
forstagradsfaktorer som hor till komplexkonjugerade rétter och fa en faktorisering
helt med reella forsta- och andragradsfaktorer.

Exempel 7

Visaatt ¢ = 1 dr ett nollstille till p(z) = 23 + 22 — 2 . Faktorisera dérefter
p(z) ipolynom med reella koefficienter, samt fullstindigt i forstagradsfaktorer.

Viharatt p(1) =1 + 1> =2 =0 vilket visar att = = 1 &r ett nollstille till
polynomet. Enligt faktorsatsen betyder detta att  — 1 &r en faktor i p(z), dvs.
att p(z) &r delbar med = — 1. Vi delar dérfor polynomet med z — 1 for att fa
aterstiende faktor om z — 1 bryts ut ur polynomet




22?2 2z —1)+222-2 s  2x2—2

z—1 z—1 z—1
2 —1)+22—2 2z — 2
= z? 4 2@ -1+ 2 ::22—1—2:1:-1-33
z—1 z—1
2(z —1
=m2+2m+(m—1):m2+2m+2.
m_

Allts har vi att p(z) = (z — 1)(2® + 2z + 2)

Nu aterstar att faktorisera x2 + 2z + 2. Ekvationen z2? 4+ 2z + 2 = 0 har
l16sningarna

z=—1++(-1)2—-2=—1+4/-1=—1+i

och darfor har polynomet foljande faktoriseringen i komplexa
forstagradsfaktorer

Bt -2=(z-1)(2®+22x+2) =(z—1)(z— (—1+i))(z—(—1—1))
=(xz—-1(z+1—-d)(z+1+1).




Ovningar 3.4

Ovning 3.4:1
Utfor foljande polynomdivisioner (alla gar inte jamnt ut)
2 _ 2 3. .3
2) z-—1 b) T 5 z’+a
z—1 z+1 z+a
d) 3+ x4+ 2 . z3 +22% + 1
z+1 22 +3z+1
Ovning 3.4:2

Ekvationen 2% — 322 + 4z — 2 =0 harroten z = 1. Bestim &vriga rotter.

Ovning 3.4:3

Ekvationen z* + 223 + 622 + 82+ 8 = 0 harrétterna z = 2 och z = —1 — 4
. L3s ekvationen.

Ovning 3.4:4

Bestim tva reella tal @ och b sa att ekvationen 2z°> +az+b =0 har roten
z =1 — 2¢ . L3s sedan ekvationen.

Ovning 3.4:5

Bestim a och b sa att ekvationen 2* — 62% + az+b =10 har en trippelrot.
Los sedan ekvationen.

Ovning 3.5:6

Ekvationen z* 4+ 32° 4+ 22 + 182 — 30 =0 har en rent imaginr rot. Bestim
alla rotter.

Ovning 2.5:7
Bestdm polynom som har foljande nollstillen

a) 1,2 och 4 b) —1+4¢ och —1—1



Facit

Svar 1.1:1

a) f'(—4)>0, f(1)<0

Svar 1.1:2

a) f'(z) =2z —3

&) fe) = 2o 2=

2

Svar 1.1:3
14,0 m/s

Svar 1.1:4

Tangentens ekvation: ¥y = 2z — 1

1
Normalens ekvation: ¥y = —Em +

Svar 1.1:5

N oo

b) £ =—-3 ochx=2

b) f'(z) = —sinz — cosz

e) f(x) = 4z (z® — 1)

(1-+v2,-3+2v2) och (1++2,-3-2V2)

Svar 1.2:1

2 2

a) cos’z — sin

cosx sinz

d)

T 2

Svar 1.2:2

a) cosz?-: 2z

1

zlnz

d)

Svar 1.2:3

1
) S Vave 1

T = cos 2z

b) 2zlnz + =

1 1

Inz (Inz)?

b) et (2z +1)

e) (2z+1)3(10z + 1)

1
(z—1)¥2yz +1

b)

96

c) -3<z<2

22 +2¢—1 2
) —————=1——
(z+1)2 (z +1)2

Inz+1 zxzlnzcosz

sin sin?

sin x

2v/cosz
siny/1 —x
21—z

c) —

1— 222
z2(1 — m2)3/2

c) —



d) —coscossinz - sinsinz - cosz

e) esin z?

Svar 1.2:4
3z
. [
Svar 1.3:1
a) Funktionen har en kritisk punkt dd = 1.

Funktionen saknar terrasspunkt. D& = 1 har
funktionen som extrempunkt ett lokalt och globalt
minimum. Funktionen &r striangt avtagande i
intervallet z < 0, funktionen &r strangt vixande i
intervallet z > 0.

Funktionen har kritiska punkter da &z = —2, da

z = —1 och dd z = 1/2. Funktionen har en
terrasspunkt dd z = —1. Funktionen har som
extrempunkter ett lokalt och globalt minimum da
x = —2, ett lokalt maximum da = 1/2, ett lokalt
och globalt maximum i vénstra &ndpunkten for
funktionens definitionsintervall och ett lokalt
minimum i den hogra dndpunkten for
definitionsintervallet. Funktionen &r strangt
avtagande i intervallet ¢ < —2, stringt vixande 1
intervallet —2 < ¢ < 1/2 och stringt avtagande i
intervalletz > 1/2.

Svar 1.3:2

a)
c)

z = 1 (lokal minimipunkt)

z = —2 (lokal maximipunkt)
z =1 (lokal minimipunkt)

Svar 1.3:3

a) ¢ = 0 (lokal maximipunkt)

d)

V2-1

(lokal maximipunkt)

z=—
z=0 (lokal minimipunkt)
z=1V2—1 (lokal maximipunkt)

+CosSx” -

2z

b)

b)

d)

b)
d)

b) m:—%lng

9 wta”< Inz tan:c)
cos? T
2sinlnx
T

Funktionen har en kritisk punkt da z = —1 och da
z = 1. Funktionen saknar terrasspunkt. Funktionen
har som lokala extrempunkter ett lokalt minimum da
x = —1 och ett lokalt maximum da z = 1.
Funktionen har ett lokalt och globalt minimum i den
vénstra dndpunkten for funktionens
definitionsintervall och ett lokalt och globalt
maximum i den hogra dndpunkten. Funktionen &r
strdngt véxande i intervallen 2 < —1 ochz > 1,
funktionen &r strdngt avtagande 1 intervallet
—1<z<1.

Funktionen har kritiska punkter dd = —5/2 och
da = 1/2. Funktionen saknar terrasspunkt.
Funktionen har som extrempunkter ett lokalt
minimum i vénstra dndpunkten f6r funktionens
definitionsintervall, ett lokalt och globalt minimum
dd z = —5/2, ett lokalt och globalt maximum da

z = —1, ett lokalt miminum déd z = —1/2, ett
lokalt maximum da = 1/2 och ett lokalt maximum
i hogra andpunkten for funktionens
definitionsintervall. Funktionen 4r stringt avtagande
iintervallet z < —5/2, stringt vixande i intervallet
—5/2 <z < —3/4 , stringt avtagande i intervallet
—3/4 <z < —1/2 , stringt vixande d

—1/2 <2 <1/2 och strangt avtagande i intervallet
z>1/2.

T = g (lokal maximipunkt)

lokal extrempunkt saknas

¢) = = 1/e (lokal minimipunkt)

z=-3 (lokal minimipunkt)

z = —2 (lokal maximipunkt)
© Y21 (lokal minimipunko

xz=3 (lokal maximipunkt)



Svar 1.3:4
P = (1/+/3,2/3)
Svar 1.3:5
a=m/6

Svar 1.3:6

radie = hojd = \3/17
T

Svar 1.3:7

Vinkeln 27 (1 — 4/ 2 ) radianer ska tas bort.

wi

Svar 2.1:1

a) 6 b) 2
Svar 2.1:2

a) 3 b) — 3
Svar 2.1:3

a) —cosz+C

e3:c 627:

c) ?+7+C

Svar 2.1:4

d v2-1-In(v2-1) ae.
Svar 2.1:5

a) 2—27((:c+9)\/m+:c\/5> +C

b) 4./3 ae.
e) —ae.
b)

sin 2z
4

5
d =
) 2

¢)

T
—+C
+5+

32 a.e.



Svar 2.2:1

13
1000

a)
12

Svar 2.2:2
a) 0
Svar 2.2:3

a) —cosz?+C
c) %(In z)2+C
e) §ln(cc2—|—1) +C
2
Svar 2.2:4

1
a) 3 arctan (%) +C

?)+o

1
c) 2 arctan (m +

Svar 2.3:1
a) —2(z+1)e*+C

¢) 2zcosz + (22 — 2)sinz + C

Svar 2.3:2
a) 2¢V* (vz —1) +C
¢) —In|cosz|+ C
Svar 3.1:1

a) 8+ 3i
d) 31+

b) —2 444
e) 7—1i

Svar 3.1:2

b) (z%+ 3)°

+C

b)

d)

b)

1
C) gezs + c

14

sin?

2+C

d)

%In(m2+2m+2)+0

—2cosy/z +C

1
—— arctan
V3

(a:

)

d) # — arctanz + C

b)

d)

b)

d)

b)

—(z+1)cosz +sinz + C

z2 1 1
— n —_——
2 \MT T

+C

1
2
z(lnz —1)+C
c) —3+4+25
) 1—4
19,2
2% ' 13"
o T 9,
130 65

Ny I



Svar 3.1:3

a=—6
Svar 3.1:4
a) 2=2+31
c) z=2+1
2
e =— —
) z 3 7
Svar 3.2:1
a)
Im
4
i .W
1 -Z
Re
X 2 -1 ) x 3
2
9)
Im
(3
: 2z+w.
1
1 Fi 3 -; 5 & HE
Svar 3.2:2
a)
Im

4 7
b =—-4+-=1
) z 5-1—52
3 1
d =——=1
) z E 52
) z=3+1
b)
Im
3 Uy
I 2 -1 I 2 B-HE
- * iU
2
d)
i
z-w+u. 2
ENEECEEEEEEEEN
b)
Im




i i | i _I:-HF_'

Svar 3.2:3
2+ 41

Svar 3.2:4

a) 5 b)\/ﬁ

Svar 3.2:5
a) b) —
Svar 3.2:6

a) 3(cos0+ i sin0)

c) 4v2 (cos5—z +1 sins—;r)

T .. T
e) V2 (cosﬁ +1 smﬁ)
Svar 3.3:1

a) —64
c) 265 4 265,/3;
V3

e) Y~
32 32

d)

b)

d)

f) \/75 (cos7—r +1 sin—)

b)
d)

Im

5
d —_—
5v/13 ) Vi3
T 23 iy
I eller 1—27r d) 1

11 (cosﬁ +1 sinﬁ>

2 2
2v/10 (cos% +1 sin%)

s

4 4

—64



Svar 3.3:2

(1
-1
a) z= .
)
L —1
(241
d) z= 2—.1,
7
. —1
Svar 3.3:3

a) (z+1)2+2

o) —(z—2+1)*+4(1—1)

Svar 3.3:4

Svar 3.3:6

Losningar: z = {
Uttryck: tan% =v2-1
Svar 3.4:1

a) z+1

d) 22 —z+2

{1/5 (cos %

%(cos 9% +1 sin%’r

+1 sin%’)

1 1 .
3 +5v3i ;
272 _ o110 m
b z=4 _1 0 z=2 exp(
. k=0,1,2,3,4
L
€) z:{_
b) (z+%i)" +2
d) i(z+3—0) -4 3
2+
b) z_{2—i
(1+1i4/15)/4
d) z=
(1 —14+/15)/4
1+
b) z_{1—2i
i
D 2=V

{ 1V2v2+2+ilv2v/2 -2
) . .

¢c) 22 —az+a?




Svar 3.4:2

1+
2 ={
1-i

Svar 3.4:3

141

—1-i
2i
2

Svar 3.4:4

1-— 23
Vilj a =1 och b= 10. Losningarna dr z = ¢ 1+ 21

-2
Svar 3.4:5

Tva fall:

m Vilj a =8 och b= —3 . Losningarna dr z = 1 (trippelroten) och z = —3 .
m Vilj a = —8 och b= —3 . Losningarna &r z = —1 (trippelroten) och z = 3.

Svar 3.5:6
V6
z= —iv/6
—%+ 1294
-3 1v29i
Svar 3.5:7

a) (z—1)(z2—2)(z2—4)=23—T722+142 -8 b) (z4+1-d)(z+1+i)=22+22+2
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Forra arets sommarkurs
lockade fler &n 5000
studenter som
tillsammans via Internet
ville forbereda sig infor
hostens studier.

I &r réknar vi med &nnu fler
deltagare som vill ha kul
tillsammans! Vi vet att manga
blivande studenter knyter
inspirerande studiekontakter
genom kursen redan innan
hésten kommit igdng.

Undersokningar har visat att
de som borjar tidigt under
sommaren och arbetar med
kursens material och tester
lyckas battre med sina
studier.

Visste du att vi har fler
natkurser, aven i andra
amnen? Las mer »
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