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Vilkommen till kursen

Vad gjorde att Elin blev intresserad av matematik?

e Titta pa videon déir Elin Ottergren, mentor pd kursen
| och tidigare "ndit"student, berdittar om hur hennes
A 1natematikinstresse vicktes.

Starta videon "Hur Elin blev intresserad av matte"
(http://smaug.nti.se/temp/KTH/film6.html)

Nu finns ett enkelt sitt att komma bittre rustad till dina
hogskolestudier.

Den hir kursen ér till for dig som ska ldsa ett program dir matematik ingér, och som
vill vara ordentligt forberedd infor kursstarten. Kursen &r ocksa bra for dig som av
andra anledningar vill frdscha upp dina kunskaper i matematik.

Kursen #r en 6verbryggning frin gymnasiet in i hogskolan. Aven om du klarat
matematiken mycket bra tidigare rekommenderar vi dig att ldsa kursen. Den
berattigar till studiemedel och kan l4sas helt via Internet. Kursen ges i samarbete
mellan flera av landets h6gskolor och centret MATH.SE.

Du bestammer sjélv nér du vill studera och kan litt anpassa studierna efter dina
Ovriga planer.

Anmiilan och tillgang till forum, support, examination och personlig mentor

Kurslitteraturen &r oppet tillgénglig via Internet. Anmélan till kursen sker
fortlopande under aret genom ett elektroniskt formuldr pa www.math.se och du far
da direkt ett anvindarnamn och I6senord som ger tillgang till allt kursmaterial,
diskussionsforum, support, uppfoljning och prov. Du far ocksé en personlig mentor
som hjélper dig att lyckas med dina studier.

Handledning och examination

Du kan nér som helst pa nitet diskutera med studiekamrater, stilla fragor och fa
handledning av ldrare. Examination sker via Internet efterhand som du arbetar med
kursen. Vissa av vara hogskolor erbjuder handledning och satsningar pa plats som
komplement till det som sker pa Internet.
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Observera att materialet i denna Kurs éir utformat
for att man ska arbeta med det utan hjilp av
miniriknare.

Nér du kommer till hégskolan kommer du ndmligen inte
att fa anvidnda minirdknare pé dina "tentor", atminstone
inte pa grundkurserna. P4 hogre kurser i matematik har
man knappast nagon anvindning fér minirdknare,
eftersom matematiken da mer handlar om att forsta
principer dn att utfora rikneoperationer. Det dr
exempelvis viktigare att férsta varfor 7 + 3 dr detsamma
som 3 + 7, dn att kunna utféra additionen och fa fram
svaret 10.

Roliga pussel med tal
hittar du bland annat pa
Puzzel Playground
(http://www.puzzles.com/

Sa hir lyckas du med kursen

att se hur du ska gora.

avsnittet.

rétt pa tre fragor i foljd for att kunna ga vidare.

senaste resultat som visas i statistiken.

1. Borja med att 1dsa genomgangen till ett avsnitt och tinka igenom exemplen.

2. Arbeta sedan med 6vningsuppgifterna och forsok att 16sa dem utan
minirdknare. Kontrollera att du kommit fram till ritt svar genom att klicka
pa svarsknappen. Har du inte det, sd kan du klicka pa 16sningsknappen, for

3. G4 dérefter vidare och svara pa fragorna i grundprovet som hor till

4. Skulle du fastna, se efter om nagon stéllt en fraga om just detta i avsnittets
forum. Stéll annars en fraga om du undrar 6ver nagot. Din ldrare (eller en
studiekamrat) kommer att besvara den inom négra timmar.

5. Nir du 4r klar med 6vningsuppgifterna och grundproven i ett avsnitt sa ska
du gora slutprovet for att bli godkénd pa avsnittet. Dér giller det att svara

6. Nar du fatt alla rétt pa bade grundprov och slutprov, sa dr du godkénd pa
den delen och kan ga vidare till nésta del i kursen.

PS. Tycker du att innehéllet i ett avsnitt kinns véldigt bekant, si kan du testa
att ga direkt till grundprovet och slutprovet. Du maste fa alla rétt pa ett prov, men
kan gora om proven flera ganger, om du inte lyckas pé forsta forsoket. Det ar ditt

Till detta kursmaterial finns prov och larare pd Internet.
Ger studiepodng. Kostnadsfritt. Foropande anmilan pad www.math.se

Eftertrvck farbjudet utan tilldtelse, © 2007 MATH .SE
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Sa gar kursen till

Aktuella kunskaper dkar dina chanser att lyckas

Kurserna dr en overbryggning frdn gymnasiet in i hogskolan och gar igenom négra
av de basfiardigheter som vi tycker dr viktiga att du har fullt uppdaterade infor dina
hogskolestudier. Du ldaser dem helt flexibelt i den takt som passar dig sjdlv.

Sa hir ar det tinkt att du ska arbeta med kursen:

» Borja med att 14sa genomgangen till ett avsnitt
och ténka igenom exemplen.

m Arbeta direfter med 6vningsuppgifterna och
svara pa frdgorna i grundprovet som hor till
avsnittet. Skulle du fastna, se efter om nagon
stéllt en fraga om just detta i avsnittets forum,
annas stéll en fraga sjalv.

m Nir du dr klar med 6vningsuppgifterna och
grundproven i ett avsnitt s& gor du slutprovet
for att bli godkénd pé avsnittet.

m Nir du klarat alla slutprov s far du en
individuell inlimningsuppgift som du bade
ska l6sa sjédlvstiandigt och skicka in och
dérefter bearbeta i grupp.

Din personliga mentor stoder dig

Nér du loggat in med ditt anvindarnamn kommer du till "Student lounge". Dér
hittar du mailadress och telefonnummer till din personliga mentor som du kan
kontakta, om du kor fast pa en uppgift eller har ndgot du behover fraga om.

Mentorerna har tagit namn som Albert Einstein, Kurt
Godel, Archimedes osv, men bakom dem finns en hel
grupp personer, vilka dr ldrare och/eller studenter pa nagon
hogskola inom MATH.SE. Din mentor vill inget hellre &n
att hjdlpa dig. Vart gemensamma mal 4r att alla som bdorjar
pa kursen ska klara av den och f en bra grund att sta pa
infor sina hogskolestudier. For oss finns inga dumma
fragor, bara dom som inte stills!




Sa gar examination till

Du examineras online

Examinationen bestar av tva sjilvrittande prov per
avsnitt och en inldmningsuppgift samt gruppupgift i slutet
av kursen. Varje kursdel motsvarar 0,6 poing och
registreras i Ladok var for sig. Kursbetyg erhélles nér alla
fem momenten dr godkénda. Som betyg pa kursen ges U
eller G.

Grundproven och slutproven rittas via datorn

Till varje avsnitt i kursen finns det bade ett grundprov och ett slutprov, lank till
proven finns i "Student Lounge". Du kan inte bli underkind pa dessa, utan
misslyckas du med nagon uppgift, s dr det bara att géra om dem tills du far alla
ritt.

Slutproven bestar av tre slumpméssigt genererade
frdgor som réttas automatiskt av datorn. Har ska du
‘B kunna 16sa ett problem pé papper och skriva in ritt

svar pa skairmen. Du maste svara ritt pa samtliga
ll tre fragor i foljd for att bli godkiind.

Om du svarat fel pa ndgon frdga kan du gora ett nytt
forsok. Du far nu tre nya varianter pé frdgorna som du
ska I6sa (dven om du skulle ha klarat ndgon eller nigra av de tidigare frigorna ska
du alltsé klara alla tre fragorna i denna omgang pa nytt). Tank pa att det ar ditt
senaste resultat som registreras i studiestatistiken.

Inléimningsuppgiften ér en viktig del av examinationen

Inldamningsuppgiften ingér i Del 5 av kursen. Via en lénk pa kurssidan for
inldimningsuppgiften kommer du att kunna ladda ner din individuella
inldimningsuppgift. Men, du méste forst vara klar med alla grundprov och slutprov.
Forst d& kan du skicka in din 16sning till inlimningsuppgiften.

I inlamningsuppgiften ska du kunna presentera en id¢ eller ett resonemang med
egna ord och inte bara med ett svar eller genom att ange ett korrekt alternativ. Din
individuella inldmning behover dock inte vara perfekt, utan det &r forst i nésta steg
- tillsammans med andra deltagare - som de slutliga 16sningarna ska fardigstillas.

Gruppovningen liir dig att diskutera matematik med andra

Niér du skickat in din individuella inldmning kommer du
automatiskt att bli grupperad tillsammans med tre andra
personer som nyligen skickat in sin individuella inlimning,.
Gruppen far ett eget gruppforum i systemet dar man kan
kommunicera och en knapp for att géra en gemensam
gruppinldmning.

Gruppens uppgift 4r att granska samtliga medlemmars



individuella inlimningar och sedan komma &verens om en gemensam 'bésta’
16sning till var och en av uppgifterna.

Gruppen gor sedan en gruppinldmning och det dr dessa 16sningar som granskas och
kommenteras av dina ldrare. Lararen kommunicerar med hela gruppen, och om det
dr nadgot gruppen har missat sa har man méjlighet géra nya gruppinldmningar tills
allt ar klart och godként. For att bli godkénd pa gruppuppgiften maste du delta
aktivt, t.ex. genom att stélla fragor och hjélpa till att arbeta fram forslag pa er
gemensamma gruppinldmning.

Vinta med att skicka in din inlimningsuppgift om du ska resa bort

Ibland kan det ta négra dagar att bli grupperad, men oftast gér det mycket fortare.
Da &r det meningen att gruppen direkt ska borja jobba med att 16sa uppgiften.

Ar du bortrest blir de &vriga gruppdeltagarna lidande och kan inte bérja jobba med
gruppovningen. Dérfor, om du planerar en resa, ber vi dig vianta med att sénda in
din inldmningsuppgift till dess du &r tillbaka och kan vara aktiv i grupparbetet.



1.1 Olika typer av tal

Innehall:

= Naturliga tal

= Negativa tal

= Prioriteringsregler och parenteser
= Rationella tal

= Nagot om irrationella tal

= Reella tal

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lirt dig att:

= Beriikna uttryck som innehaller heltal, de fyra riknesitten och parenteser.

= Veta skillnaden mellan naturliga tal, heltal, rationella tal och irrationella
tal.

® Omvandla braktal till decimalform och omviint.

= Avgora vilket av tva braktal som ér storst, dels med
decimalbraksutveckling, dels genom forldngning av briken.

= Ange ett narmevirde till decimaltal och braktal med ett givet antal
decimaler.

Teori

Rékneoperationer med tal

Att arbeta med tal innebér att man utfor en rad rikneoperationer. De grundlidggande
ir de fyra riknesitten. Hir f6ljer nagra begrepp som ir bra att kunna for att forsta
matematisk text:
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Addition Subtraktion
term summa term differens
/N [N\
3+4=7 13-4=9
Multiplikation Division
faktor produkt tiljare kvot
/ e 8
3-4=12 — =2

4

lli{illl;ldle
Nir man adderar tal 4r summan inte beroende av i vilken ordning termerna adderas

3+4+5=3+5+4=5+4+3=12.

Nir tal subtraheras dr naturligtvis ordningen viktig

5—2=3 medan 2-5=-3.

Om vi pratar om differensen mellan tva tal menar vi vanligtvis skillnaden mellan
det storre och det mindre. Saledes menar vi att differensen mellan 2 och 5 ir 3.

Nir tal multipliceras dr ordningen mellan faktorerna inte viktig

3:4-5=3-5-4=5:-4-3=60.
Vid division &r ordningen av betydelse

6 3
- =2 dan — =0,5.
3 medan &

Rékneordning i uttryck (Prioriteringsregler)

Nir flera raknesétt forekommer i ett matematiskt uttryck dr det viktigt att man har
en overenskommelse om i vilken ordning operationerna ska utforas. Foljande
giller:

m Parenteser (parentesen "ldngst in" forst)
= Multiplikation och division (fran vénster till hoger)
= Addition och subtraktion (fran vénster till hoger)

Exempel 1
a.3—(2-(3+2)—-5)=3—-(2-5-5)=3—(10—-5) =3—5=
b.3—-2-(3+2)-5=3-2.5-5=3-10-5=-7—5=

—2

—12

c.5+3-<5—_74)—3-(2+(2—4))=5+3.(5—(—2)) —3-(2+(-2))
—5+3-(5+2)—3-(2—-2)=5+3-7—-3-0=5+421—0=26
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10
"Osynliga'' parenteser
Vid division ska téljare och ndmnare berdknas var for sig innan divisionen utfors.

Man kan dérfor sdga att det finns "osynliga parenteser” omkring téiljare och
niamnare.

Exempel 2
7
W5 _12 g
2 2
6 6
b —— = — =2
142 3
1248 20
C. =—=2
6+ 4 10

Speciellt viktigt dr detta vid anvéindandet av minirdknare.
Divisionen

8+4
2+4

maste skrivas (8 4+ 4) /(2 + 4) pa miniriknaren for att det korrekta svaret 2 ska
erhéllas. Ett vanligt misstag dr att skriva 8 + 4/2 + 4, vilket av miniriknaren
tolkas som 8 + 2 + 4 = 14.

Olika typer av tal

De tal vi anvinder oss av for att beskriva antal och matt, mm., kallas
sammanfattningsvis for de reella talen och kan illustreras med hjilp av en tallinje:

4
E} 0,5 V2 R TE

De reella talen "fyller” tallinjen, dvs. inga hal eller mellanrum finns nagonstans
langs tallinjen. Varje punkt pa tallinjen kan anges med hjélp av en foljd av
decimaler. Midngden av de reella talen &r alla decimaltal och betecknas med R.
Tallinjen visar ocksa talen i storleksordning; ett tal till hoger &r alltid storre én ett
tal till vénster. Man brukar dela upp de reella talen i féljande typer av tal:

Naturliga tal (symboliseras vanligen med bokstaven N)

De tal som anvéinds nir man riaknar antal: 0, 1, 2, 3, 4, ...

Heltal (7))
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De naturliga talen och deras negativa motsvarigheter: ..., -3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ...

Rationella tal (Q)

Alla tal som kan skrivas som en kvot mellan heltal (brik), t.ex.

3 3 37 o
— Yy Ty T = .S.V.
4’ 2’ 128’
Observera att dven heltalen riknas som rationella tal, eftersom
—1 0 1 2
—].ZT, 0:1, ].ZE, 2:1, 0.S.V.

Ett rationellt tal kan skrivas pa flera olika sitt, eftersom t.ex.

2 4 6 8 100 384
=Z=2=

3 4 50 192 >V

Exempel 3

a. Att multiplicera tiljare och nimnare hos ett rationellt tal med samma faktor
kallas forlingning och forindrar inte talets virde

112 2 1-5_5
3 3.2 6 3.5 15 >V

b. Att dividera tédljare och namnare hos ett rationellt tal med samma tal kallas
forkortning och fordndrar inte heller talets vérde

75 75/5 15 15/3 5
105 105/5 21 21/3 7

0.S.V.

Irrationella tal

De tal pa tallinjen som inte kan skrivas som brék kallas irrationella tal. Exempel pa

irrationella tal dr de flesta rotter, som 4/2 och \/§ men dven talet 7 t.ex.

Decimalform

Alla typer av reella tal kan skrivas pa decimalform, med ett godtyckligt antal
decimaler. Decimalerna som skrivs till hoger om decimalkommat anger antal
tiondelar, hundradelar, tusendelar, osv., pa samma sitt som siffrorna till vinster om
decimalkommat anger antalet ental, tiotal, hundratal, osv.

decimalkomma
\

tusental tiotal I". tiondel  tusendel
1 1 1

1234 5678

|
hundratal — ental hundradel tiotusendel

11
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Exempel 4

6 7 8

5
1234 =1 2 4+ —
34,5678 = 1000 + 200 +30 +4 + 75+ 755 + 7600 T 10000

Ett rationellt tal kan skrivas pa decimalform genom att utfora divisionen. Saledes &r

talet % samma som "3 dividerat med 4", dvs. 0,75.

Lis om liggande stolen (http://sv.wikipedia.org/wiki/Liggande_stolen) pa
wikipedia.

Exempel 5
1
a5 =0,5=0,50
1
b. 3= 0,333333... = 0,3
c. i = 0,4166666... = 0,416
12 -
1
d. 7= 0,142857142857... = 0,142857

(understrykningen markerar decimaler som upprepas)

Som synes har de rationella talen ovan en periodisk decimalutveckling, dvs.
decimalutvecklingen slutar alltid med att en viss foljd av decimaler upprepas i all
odndlighet. Detta giller for alla rationella tal och skiljer dessa fran de irrationella,
vilka inte har nagot periodiskt monster i sin decimalutveckling.

Omvint géller ocksa att alla tal med en periodisk decimalutveckling &r rationella
tal.

Exempel 6

Talen 7 och \/5 dr irrationella tal och har dirfor inget periodiskt monster i sin

decimalutveckling.

a. m= 3,141 592 653 589 793 238 462 643 . ..
b. v/2 = 1,414213 562 373 095 048 801 688 . ..

Exempel 7

12
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6 3
. 0,600...=0,6=— ==
e Y710 5

35 7
b. 0,35 =75 = o
25 1
. 0,0025 = —
e. 0,0025 =500 = 200
Exempel 8

Talet x = 0,215151515... ir rationellt, eftersom det har en periodisk
decimalutveckling. Vi kan skriva detta rationella tal som en kvot av tva heltal pa
foljande sitt

Multiplicerar vi talet med 10 forskjuts decimalkommat ett steg at hoger
10z = 2,151515...

och multiplicerar vi talet med 10 - 10 - 10 = 1000 flyttas decimalkommat tre
steg at hoger

1000z = 215,1515.. ..

Nu ser vi att 1000z och 102 har samma decimalutveckling sa differensen
mellan talen

1000z — 10z = 215,1515... — 2,151515...

blir ett heltal
990z = 213.
Alltsa dr
a3 7
990 330
Avrundning

Eftersom det dr opraktiskt att rikna med langa decimalutvecklingar s& avrundar
man ofta tal till ett limpligt antal decimaler. Overenskommelsen som giller ir att
siffrorna 0, 1, 2, 3 och 4 avrundas nedat medan 5, 6, 7, 8 och 9 avrundas uppét.

Vi anvinder symbolen /= (dr ungefir lika med) for att markera att en avrundning
har skett.

Exempel 9

Avrundning till 3 decimalers noggrannhet:

13
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. 1,0004 ~ 1,000

. 0,9999 ~ 1,000

. 2,9994999 ~ 2,999
. 2,99950 ~ 3,000

o o W

o

Exempel 10
Avrundning till 4 decimalers noggrannhet:
~ 3,1416

a.

b.

wlinN N

~ 0,6667

Jamforelse av tal

Man anger storleksforhéallandet mellan tal med hjdlp av symbolerna > (ér storre 4n),
< (d4r mindre #n) och = (dr lika med). Storleksférhallandet mellan tva tal kan
avgoras dels genom att skriva talen i decimalform, eller genom att skriva rationella

tal som brak med gemensam ndmnare.

Exempel 11
. 1
a. Vilket #r storst av talen 3 och 0,33 ?

Vi har att

1 100 33
100

Alltsd ir > y eftersom 100/300 > 99/300.
Alternativt sa kan man se att 1/3 > 0,33 eftersom
1/3=10,3333... > 0,33.

2
b. Vilket tal ar storst av g och = 7?

7

Skriv talen med gemensam ndmnare, t.ex. 35:

2 14 3 15

g = 3—5 och ? = %.
Alltsa dr § > g eftersom E > 1—4
7 5 35 35

r=—-—=—— och y=0,33=—=—

14
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Rad for inlidsning
Grund- och slutprov

Efter att du har lést texten och arbetat med dvningarna ska du géra grund- och
slutprovet for att bli godkiind pa detta avsnitt. Du hittar linken till proven i din
student lounge.

Att tinka pa

Vara noggrann! Ménga losningar blir fel pa grund av misstag i avskriften eller
andra enkla fel, och inte for att du skulle ha téinkt fel.

Listips

For dig som vill fordjupa dig ytterligare eller behover en lingre forklaring sa vill
vi tipsa om

Lids mer om Aritmetik i engelska Wikipedia
(http://fen.wikipedia.org/wiki/Arithmetic)

Vem upptiickte Nollan? Lads mer i "The MacTutor History of Mathematics
archive" (http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Zero.html)

Liggande stolen - en beskrivning
(http://www fritext.se/matte/grunder/posi3.html)

Visste du att 0,999... = 1? (http://fen.wikipedia.org/wiki/0.999...)

Linktips

Hur manga firger behovs det for att farglidgga en karta? Hur manga ganger maste
man blanda en kortlek? Vilket ér det storsta primtalet? Finns det nagra
"turnummer"? Vilket dr det vackraste talet? Lyssna till den kéinda forfattaren och
matematikern Simon Singh, som bland annat berittar om de magiska talen 4 och
7, om primtalen, Keplers hogar och om nollan.

Lyssna pa BBC-programmen "5 Numbers"
(http://www .bbc.co.uk/radio4/science/Snumbers1.shtml)

Lyssna pa BBC-programmen "Another 5 numbers"
(http://www.bbc.co.uk/radio4/science/another5.shtml)

Den hir artikeln dr himtad fran http://wiki.math.se/wikis/sf0600_0701/index.php/1.1_Olika_typer_av_tal

» Sidan dndrades senast 12.14, 29 juni 2007.

Copyright 2007 MATH.SE



Ovningar 1.1

Ovning 1.1:1

Berdkna (utan hjélp av rdknedosa)

a) 3—7—-4+6-5
¢) 3—(7—(4+6)—5)

Ovning 1.1:2

Berdkna (utan hjélp av rdknedosa)

a) (3—(7—4))(6-5)
c) 3-(-7)—4-(6-5)

Ovning 1.1:3

b) 3—(7T—4)+(6—5)
d) 3—(7—(4+6))—5

b) 3—(((7—4)+6)—5)
d) 3-(=7) - (4+6)/(-5)

Vilka av foljande tal tillhor de naturliga talen? heltalen? rationella talen?
irrationella talen? Forenkla forst!

a) 8 b)

d 4-8 e)
4

9 — h)
4 \2

» () K

Ovning 1.1:4

—4
8(—4)
8

—4

—T

Ordna f6ljande tal i storleksordning

3 5 7
2, —, — och —
a) ,5,3003

by -+ 1 3 .1

) 2’ 5 0 °
1235 21
202 2 2 och 22

9 335 3%3y

Ovning 1.1:5

c) 8—-4
H  (=8)(—4)
i) Q

3

) m+1

Ange decimalutvecklingen med tre korrekta decimaler till

7 9

Ovning 1.1:6

c)

2
= d V2
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Vilka av foljande tal dr rationella? Ange dem som en kvot mellan heltal.

a) 3,14
b) 3,14161416 1416 ...
¢) 0,2001001001 ... (darefter dr var tredje decimal en 1:a och 6vriga 0)

d) 0,101001000100001... (en l:a, en O:a, en 1:a, tva O:or, en 1:a, tre O:or
0sv.)
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1.2. Brakrikning

Innehall:

® Addition och subtraktion av braktal
m Multiplikation och division av bréktal

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

» Berikna uttryck som innehéller braktal, de fyra riknesétten och parenteser.
» Forkorta brak sa langt som mojligt.
= Bestimma minsta gemensamma ndamnare (MGN).

Teori

Forlingning och forkortning

Ett rationellt tal kan skrivas pa manga sitt, beroende pa vilken nimnare man viljer
att anvinda. Exempelvis har vi att

25 1 2 3 4

02 =—F=—-=—-=—-—=—0s.V.

100 4 8 12 16
Virdet av ett rationellt tal &ndras inte ndr man multiplicerar eller dividerar téljare
och ndmnare med samma tal. Dessa operationer kallas forldingning respektive
forkortning.

Exempel 1
Forlangning:

2.5 10

5 15
5.4 20

7-4 28

a.
g .
b. i

N ool N

Forkortning:

9 9/3

c. — = =
12 12/3
72 72/2 36 36/6 6 6/3 2

3
4

108 108/2 54 54/6 9 9/3 3

18



Man bor alltid ange ett brak forkortat sa langt som mojligt. Detta kan vara
arbetsamt nér stora tal 4r inblandade, varfér man redan under en pagaende
utrdkning bor forska halla bréak i sa forkortad form som mojligt.

Addition och subtraktion av brak

Vid addition och subtraktion av tal i brakform maste bréken ha samma ndmnare.
Om sa inte &r fallet maste man forst forlanga respektive brak med lampliga tal sa
att gemensam ndmnare erhélles.

Exempel 2
L 3,233 25 9 10 9+10 19
"5 3 5.3 3.5 15 15 15 15
" 5 2 5.3 2-2 15 4 15-4 11
"6 9 6-3 .2 18 18 18 18

Det viktiga ar hér att astadkomma en gemensam nédmnare, men man bor strava efter
att hitta en sa 14g gemensam ndmnare som mgjligt. Idealet &r att hitta den minsta
gemensamma ndmnaren (MGN). Man kan alltid erhélla en gemensam ndmnare
genom att multiplicera de inblandade ndmnarna med varandra. Detta dr dock inte
alltid nédvéndigt.

Exempel 3

7 1 7-12 1-15

"15 12 15-12 12-15

84 15 69  69/3 23

180 180 180 180/3 60

7 1 7-4 1-5

b ——— = =

15 12 15-4 12-5

_28 5 23

60 60 60

1 3 1 1-4-6 3-8-6 1-8-4
C.—+-——= + -

8 4 6 8-4-6 4-8-6 6-8-4

24 +144_ 32 136 136/8 17

S 192 192 192 192 192/8 24
d1+3 1_1-3+3-6 1-4_3+18 4 17
"8 4 6 8-3 4-6 6-4 24 24 24 24

Man bor vara s pass trdnad i huvudrakning att man snabbt kan hitta MGN om
ndmnarna dr av rimlig storlek. Att allmént bestimma den minsta gemensamma
ndmnaren kraver att man studerar vilka primtal som ingar som faktorer i respektive
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namnare.
Exempel 4
1 1
. Berdkna — + —.
a. Beridkna 60+42

Delar vi upp 60 och 42 i s& sméi heltalsfaktorer som méjligt, sa kan vi
bestimma det minsta heltal som &r delbart med 60 och 42 genom att
multiplicera ihop deras faktorer men undvika att ta med f6r ménga av
faktorerna som talen har gemensamt

60=2-2-3-5
= MGN=2.2-3-5.-7=1420.
42 =2-3.7
Vi kan da skriva

1 1 1.7 1-2.5 7 10 17

60 42 60.7 42.2.5 420 420 420
1 5

2
b. Beridkna 1_5+€_1_8 .

Minsta gemensamma nédmnare viljs sa att den innehaller precis s ménga
primtalsfaktorer sa att den blir delbar med 15, 6 och 18

15=3-5
6=2-3 = MGN=2-3-3.5=090.
18=2-3-3
Vi kan da skriva
2+1 5_2-2-3+1-3-5 5-5_12+15 25 2 1
15 6 18 15-2-3 6-3-5 18-5 90 90 90 90 45
Multiplikation

Niér ett brak multipliceras med ett heltal, multipliceras endast tdljaren med heltalet.

1 2
Det dr uppenbart att om t.ex. 3 multipliceras med 2 s blir resultatet —, dvs.

1 1.2 2
Z.9g——_=2_2
3 3 3

Om tva brak multipliceras med varandra, multipliceras téljarna med varandra och
nimnarna med varandra.

Exempel 5
ag.2_83_2
7 7 7
p 2.1 212
3 3:5 15
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Innan man genomfér multiplikationen b6r man alltid kontrollera om det dr mojligt
att forkorta bréket. Detta utfors genom att stryka eventuella gemensamma faktorer i
tdljare och ndmnare.

Exempel 6

Jamfor utrdkningarna:

3232 6 63 2
"5 3 5.3 15 15/3 5
p3.2_B2 2
"5 3 538 5

Att stryka treorna i 6b innebér ju bara att man férkortar braket med 3 i ett tidigare
skede.

Exempel 7
r2_r2_ 12 1 2 11 1
107 10 7 101 2.5 1 51 5
1_4@ 2.7 4-5_2-7{' 4-5 2 4-,5_2 é_24_§
15 21 3.5 3.7 3537 35 3 33 33 9
Division
1 c A e 1
Om — delas i 2 sa blir svaret —.
4 8
e 1 . o
Om 3 delas 1 5 sé blir resultatet 0 V1 har alltsa att
1 1
A 1 1 9 1 1
4__° > b 2 __=
2 4-2 8 5 2.5 10

Nér ett brak divideras med ett heltal, multipliceras alltsd nimnaren med heltalet.

Exempel 8
a,§/4:_3:i
5 5-4 20
6 2 2
b, —/3: h_2
7 -8 7

Nér ett tal divideras med ett brak, multipliceras talet med braket inverterat




. 1 . .
("uppochnervént"). Att t.ex. dividera med 3 ar ju samma sak som att multiplicera

2
med — dvs. 2.
1
Exempel 9
3 2 3-2
2
5 7 5-7 35
b.—:5-—:—:—
3 3 3 3
7
2
. 3_28_28_ 16
"5 35 3.5 15
8
3
L4 _30_ 3 25 5 5
"9 4 9 2.2 3.3 2.3
10

Hur kan brakdivision férvandlas till multiplikation? Forklaringen &r att om ett brak
multipliceras med sitt inverterade brak blir produkten alltid 1, t.ex.

B2 179 A7 9
Om man i en brakdivision forlénger tdljare och nimnare med nimnarens

inverterade brak, far man alltid 1 i ndmnaren och resultatet blir tdljaren
multiplicerad med den ursprungliga ndmnarens inverterade brak.

2.3
32

Exempel 10

2 27 27
3_35_35_27
57571 35
7 75

Brak som andelar

Rationella tal dr alltsa tal som kan skrivas 1 brakform, omvandlas till decimalform,
eller markeras pa en tallinje. [ vart vardagliga sprakbruk anvéinds ocksa brak nér
man beskriver andelar av nagot. Hir nedan ges nigra exempel. Lagg mirke till hur
vi anvénder ordet "av", vilket kan betyda savil multiplikation som division.

Exempel 11
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a. Olle satsade 20 kr och Stina 50 kr.

20 20 2 2
50+ 20 = 0 = 7 och han bor alltsa fa 7 av vinsten.

Olles andel ar

b. Hur stor del utgor 45 kr av 100 kr?

45 9
Svar: 45 kr ir — = — .
var ar 100 — 20 av 100 kr

1 1
c¢. Hur stor del utgér 3 liter av 3 liter?

1 2
Svar: — liter dr =— av 1 liter.
3 3 2

ol Rl i~

5
d. Hur mycket dr 3 av 1000?

5 5000
Svar: — - 1000 =——— = 625
var 5 3
2 6
e. Hur mycket &r 3 av = ?
Svarzz.ﬁz_z 2_/3:2:é
3 7 3 7 7 7
Blandade uttryck

Niér brék forekommer i rdkneuttryck géller naturligtvis metoderna for de fyra
raknesédtten som vanligt, samt prioriteringsreglerna (multiplikation/division fore
addition/subtraktion). Kom ocksé ihag att tdljare och namnare i ett divisionsuttryck
berdknas var for sig innan divisionen utfors ("osynliga parenteser").

Exempel 12
X 1 1 B 1 1 12 12
‘g+§_24+3-3__+£ 17 17 17
3 4 3-4 4.3 12 12 12
4 1 4.2 1 8 1 7
b3 6 _32 6 _6 6 _6_T756 7
‘4+1 4-2+1 8+1 9 6 9 9
3 6 3-2 6 6 6 6
3_§ 3-5 3 15 3 12
c 5 5 5 _ 5 5 _ _5
‘3_2 2 2-3 2 6 4
3 3 3 3 3
3 A3 3.

I

e
o2

|
o
N———

|

|

3
3
- |

I

|
U“

w

I

|
o] ©




1 3 1 1 3.1 L 1
1,1 5 3 3.2 5.3 E 5
4213 __6t% __ 6 _
21 i-5 25 B4 -
35 2 3 1 2 212
3 2
6 1
5 5 1 1 24 8
10 1 80 1 81 81 27

Ténk pa att:

Stréva alltid efter att skriva ett uttryck i enklast mojliga form. Vad som é&r
"enklast" beror dock oftast pA sammanhanget.

Det ar viktigt att du verkligen behédrskar brakrakning. Att du kan hitta en
gemensam ndmnare, forkorta och forlanga etc. Principerna dr ndmligen
grundldggande nir man ska rikna med rationella uttryck som innehéaller
variabler och for att du ska kunna hantera andra matematiska uttryck och
operationer.

Rationella uttryck med brék som innehéller variabler (z, y, ...) 4r mycket vanliga
ndr man studerar funktioner, speciellt &ndringskvoter, gréansvirden och derivata.
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Ovningar 1.2

Ovning 1.2:1

Skriv pa gemensamt brékstreck

a) Z+E
4 7
1+1+1
3 4 5

(o3
N
|
o=
ot N

d)

(¢}

N
ENTRCIEN Bl )
+
NG IUNG, I
|
Wl

Ovning 1.2:2

Bestdm minsta gemensamma ndmnare

1 1

1 1 1 1
- - - = d = 4+ =
18 9 1 T
Ovning 1.2:3

Beridkna foljande uttryck genom att anvéinda minsta gemensamma ndmnare:

2) 3 . 7 1 b) 1 i 1 1
20 50 10 24 40 16
Ovning 1.2:4

Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.

3 2 1.1
5 7 15
a) 7 b) 3 c) 3
10 8 10
Ovning 1.2:5
Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt.
2 113 33
2) % _ 1_15 b 11 © 7 3
3 2 8 16
Ovning 1.2:6
1
2 2
RN
Forenkla 2 4 3
1 3
2
9_2



1.3. Potenser

Innehall:

m Positiv heltalsexponent
m Negativ heltalsexponent
= Rationell exponent

m Potenslagar

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

» Kinna till begreppen bas och exponent.

= Berikna uttryck med heltalsexponent.

» Hantera potenslagarna i forenkling av potensuttryck.

m Veta nér potenslagarna dr giltiga (positiv bas).

m Avgora vilket av tva potensuttryck som &r storst baserat pd jamforelse av
bas/exponent.

Teori

Potenser

Vi anvidnder multiplikationssymbolen som ett kortare skrivsitt for upprepad
addition av samma tal, t.ex.

44+4+4+44+4=4-5.
P4 ett liknande sétt anvidnds potenser som ett kortare skrivsatt fér upprepad
multiplikation av samma tal:

4.4.-4-4.4=4°

Siffran 4 kallas for potensens bas och siffran 5 dess exponent.

Exempel 1

a. 5 =5.5.5=125
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b. 10° =10-10-10-10- 10 = 100000

c. 0,13=0,1-0,1-0,1 = 0,001

€. 2-32=2.3-3=18,men (2-3)2 =62 =36

Exempel 2
. (2) 22222 _8
3) 33 3 3 27
b. (2-3)*=(2-3)-(2-3)-(2-3)-(2-3) =

) 2 (
2.2.2-2-3-3-3-3=2%.3*=1296

Potenslagar

Med definitionen av potens foljer ytterligare nagra rikneregler som forenklar
berdkningar med potenser inblandade. Man ser t.ex. att

23.25=-2.2.2.2.2.2.2.2.2=2.2.2.2.2.2.2.2=2%5_98
S~—— ~~

3st 5 st (3+5) st

vilket generellt kan skrivas

Vid division av potenser kan ocksé berdkningarna forenklas om potenserna har
samma bas

2_7_2.2.2.2. 2 2 2:2773:24.

Y

Den allméinna regeln blir
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Nér man rakar ut for en potens av en potens finns ytterligare en anvandbar
rakneregel. Vi ser att

(52)* =5%.52.5°=5.5.5.5.5.-5=5.5.5.5.5.5 = 523 = 50,

N i Vg ~~
2 st 2 st 2 st 3 ganger 2 st

och

(5*)?*=5*5"=5.5.5-5-5-5=5-5-5-5.5.5 =523 =55
3st 3st 2 ganger 3 st

Allmint kan detta skrivas

Exempel 3

a. 29.914 _ 99+14 _ 923
b. 5.5% =5'.5% = 5! =54
c. 32.33.34 = g2+3+4 _ 39

d. 10°-1000 = 10° - 10° = 10°+3 = 108

Exempel 4

3100

a. ——

— 3100798 — 32
398

710 710 101 0

Om ett brak har samma potensuttryck i bade téljare och ndmnare s intraffar

foljande:

53 3—-3 0 “ g 53 5‘5'5 125
525 =5 samtidigt som B 555 125

28



For att raknereglerna for potenser ska stimma gor man alltsa den naturliga
definitionen att for alla a som inte dr 0 giller att

a’ = 1.

Vi kan ocksa raka ut for att exponenten i ndmnaren ar storre &n den i téljaren. Vi
far t.ex.
3 3 BB 1 1

—:3476:372 h = = = .
36 o 36 3 3 3 3-3-3 3.3 3

Vi ser hér att enligt vara rdkneregler méste den negativa exponenten betyda att

32-1

=5

Den allménna definitionen av negativa exponenter dr att, for alla tal @ som inte &r 0
giller att

a "= i
an
Exempel 5
71293 1293-1293 0
a. 71293:7 =7"=1
b. 37 . 379 . 34 — 37+(79)+4 — 32
1 1
.0,00l=———=— =10
&5 1000 103
8 1 1
d. 0,008 = — ===53

1000 125 53

o

2\'__ 1 _,3_3
3) /ot T 2 2

1
(&)
1 -3

. 0.015 = (10725 = 1072 = 10710

g
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Om basen i ett potensuttryck dr —1 sa blir uttrycket alternerande —1 eller +1
beroende pa exponentens virde

(- =-1

(-1)* =(-1)-(-1) =+1

(-1 =(-1)-(-1)*=(-1)-1= -1
(-1 = (-1 (-1)° = (1)~ (-1) =1

Regeln dr att (—1)™ dr lika med —1 om 7 &r udda och lika med +1 om n dr jamn.

Exempel 6

a. (—1)% =1 eftersom 56 4r ett jamnt tal

b. = il = -1 eftersom 11 éar ett udda tal

(_2)127 (_1 . 2)127 (_1)127 . 2127 —1- 2127

“ om0 T gm0 2130 T 9130
1 1
_9127-130 _ _o93 _ _ ~ _ _Z
23 8
Byte av bas

Man bor vara uppmérksam pa att vid forenkling av uttryck om mojligt forséka
skriva ihop potenser genom att vilja samma bas. Det handlar ofta om att vélja 2, 3
eller 5 som bas och darfor bor man léra sig att kidinna igen potenser av dessa tal,
exempelvis

4=2% 8=2% 16=2% 32=2° 64=26 128=27, ...
9=232 27=3% 81=23% 243=3% ...

25 = 52, 125 =53, 625 =57, ...

Men dven
o5 =

0.S.V.
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Exempel 7

a. Skriv 8 -472 .16 som en potens med basen 2.
83.472.16 = (23)3 . (22)72 .94 _ 933, 22«(72) .94
— 29 . 274 . 24 — 2974+4 — 29

272 - (1/9)?

b. Skriv som en potens av basen 3.
27 - (1/9)7% _ (3%)%-(1/8)* _ (8%)*-(837%)"
812 o (34)2 o (34)2
332, 3(72)~(72) 36 . 34 g6-+4 310
— _ _ _ 2 _gl0-8 _ g2
342 38 38 38
81-32%.(2/3)?
c. Skriv (2/3) sa enkelt som mojligt:
25 4 24
22 22
4, (95)2 4, 952
25 4 24 ) o 424+;0+ 224 94,91 4 94
2 3*-27.2
4, 910
B 3% 2 ?_T _34_210.22
o2t (2041) 24.3 32.24.3

— 347271 . 210+274 — 31 . 28 = 3. 28

Rationell exponent

Vad hinder om ett tal hojs upp till en rationell exponent? Giller fortfarande de
definitioner och rikneregler vi har anvént oss av ovan?

Eftersom exempelvis
21/2 . 21/2 — 21/2+1/2 — 21 =9

s& maste 2'/2 vara samma sak som /2 ioch med att /2 definieras som det tal
som uppfyller v/2-4/2 =2 .

Allmént kan vi gora definitionen

a\? = \a,

Vi maste da forutsitta att a > 0, eftersom inget reellt tal multiplicerat med sig sjilv

kan ge ett negativt tal.

Man ser ocksé att exempelvis
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51/3 . 51/3 . 51/3 — 51/3+1/3+1/3 — 51 =5

. 3 . . .
som innebir att 53 = v/5, vilket kan generaliseras till att

at/" = Va.

Genom att kombinera denna definition med en av de tidigare potenslagarna
((@™)™ = a™™) far vi att, for alla @ > 0 giller att

am/n — (am)l/n — n/am
eller

a™ = (@) = (Va)".

Exempel 8

a. 2713 — ¥97 -3  eftersom3-3-3 = 27

1 1 1 1 1
b. 1000 1/3 = = — - =

10001/3  (103)1/3 1033 10! 10
o L1 11 s

\/g 81/2 :(23)1/2 93/2

1 _ 1 _ 1 _ 27(74/3) — 24/3

d. = = =
16-1/3 (24)—1/3 2-4/3

Jamforelse av potenser

Om man utan tillgéng till minirdknare vill jamfora storleken av potenser, kan man i
vissa fall avgora detta genom att jamfora basen eller exponenten.

Om basen i en potens dr storre &r &4n 1 sé blir potensen storre ju stérre exponenten
4r. Ar ddremot basen mellan 0 och 1 s blir potensen mindre istillet nir exponenten
véxer.

Exempel 9

a. 3%6>3%% eftersom basen 3 ir storre én 1 och den forsta exponenten
5/6 ar storre dn den andra exponenten 3 /4.

b. 373/4> 3756 eftersom basen ir storre &n 1 och exponenterna
uppfyller —3/4 > —5/6 .
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c. 0,3°<0,3% eftersom basen 0,3 dr mellan 0 och 1 och 5 > 4.

Har en potens en positiv exponent sa blir potensen storre ju storre basen ér. Det
motsatta giller om exponenten dr negativ: da blir potensen mindre nér basen blir
storre.

Exempel 10

a. 5%2 > 43?2 eftersom basen 5 ir storre én basen 4 och bada potenserna
har samma positiva exponenten 3/2.

b. 2753 > 3753 eftersom baserna uppfyller 2 < 3 och potenserna har
den negativa exponenten —5/3.

Ibland krdvs det en omskrivning av potenserna for att kunna avgora
storleksforhallandet. Vill man t.ex. jimfora 1252 med 363 kan man gora
omskrivningarna

1252 = (5%)2 = 5° och 36° = (6%)® = 6°

varefter man kan konstatera att 363 > 1252.

Exempel 11

Avgor vilket tal som &r storst av

a. 251/3 och 53/4

Basen 25 kan skrivas om i termer av den andra basen 5 genom att
25 = 5.5 = 52 . Dérfor ir
951/3 — (52)1/3 — 52-% — 52/3
och da ser vi att
53/4 > 251/3
eftersom % > % och basen 5 ir storre dn 1.

b. (v/8)® och 128

Béde 8 och 128 kan skrivas som potenser av 2
8=2:4=2-2.2=23

128=2-64=2-2-32=2:-2-2-16=2-2-2-2.8=
2.2.2.2.28 =297

Detta betyder att
(\/g)s _ (81/2)5 _ (8)5/2 _ (23)5/2 — 933 _ 915/2
128 = 27 = 21/

och darfor &r

(v/8)5 > 128

1 och med att 12—5 > 12—4 och basen 2 &r storre dn 1.




c. (8%)Y% och (+/27)%/5

Eftersom 8 = 23 och 27 = 33 s4 kan ett forsta steg vara att forenkla och
skriva talen som potenser av 2 respektive 3,

(82)1/5 _ (8)2/5 _ (23)2/5 — 933 _ 26/5’

(\/ﬁ)us _ (271/2)4/5 — 973% — 972/5 — (33)2/5 — g33% _ 36/5
Nu ser vi att

(\/ﬁ)4/5 > (82)1/5

eftersom 3 > 2 och exponenten g ar positiv.
d. 31/3 och 2/2

Vi skriver exponenterna med gemensam nidmnare

1 2 h 1 3
—=- och —=-.
3 6 2 6

Da har vi att
31/3 — 32/6 — (32)1/6 — 91/6
21/2 — 23/6 —_ (23)1/6 —_ 81/6
och vi ser att
31/3 > 21/2
eftersom 9 > 8 och exponenten 1/6 &r positiv.

Ténk pa att:

Ett tal upphojt till O &r 1, om talet (basen) &r skild fran O.




Ovningar 1.3

Ovning 1.3:1

Berikna

a) 93.32 b) 35.9-2 ¢ (-5 o (3)°

Ovning 1.3:2

Skriv som en potens av 2

a) 2.4-8 b) 0,25 c) 1
Ovning 1.3:3

Skriv som en potens av 3

a) % b) 243 c) 92 - e) —

Ovning 1.3:4
Berdkna
a) 29.277 b) 313.9-3.97-2 ) — . (5%
d) 22 (—2)~ e) 625 (55 +5%)"
Ovning 1.3:5
Berdkna

a) 42 b) 4172 c) 9¥2

d) (472/3)3 e) gld. 306 f) (1251/3)2 . (271/3) “2. gl/2

Ovning 1.3:6
Avgor vilket tal som dr storst av

a) 256Y3 och 200" b) 0,573 och 0,4 ¢) 0,25 och 0,27
d) 4003 och (5'3)" ¢) 125'2 och 6253 f) 2% och 3%
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2.1. Algebraiska uttryck

Innehall:

m Distributiva lagen

m Kvadreringsreglerna
= Konjugatregeln

= Rationella uttryck

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

» Forenkla komplicerade algebraiska uttryck.
» Faktorisera uttryck med kvadreringsreglerna och konjugatregeln.
m Utveckla uttryck med kvadreringsreglerna och konjugatregeln.

Teori

Distributiva lagen

Den distributiva lagen anger hur man multiplicerar in en faktor i en T
parentes. T HAR N ™
Mg RA krea RE
AT NEp ALGEBRY ?
alb+c)=ab+ac \}/\,ﬁ«-’

=

Exempel 1

a. 4z +y) =4z + 4y

b. 2(a — b) =2a — 2b
1 1 1 1 1
C. x<—+—> :a:-—+:c-—2:£+—¢=1+—
x x & x

d. a(z+y+z2)=ax+ay+az

Med den distributiva lagen kan vi ocksa forsta hur vi kan hantera minustecken framfor
parentesuttryck. Regeln séger att en parentes med ett minustecken framfor kan tas bort om alla
termer inuti parentesen byter tecken.



Exempel 2
a —(+y)= (-1 (@+y) = (Ve +(-y=—a—y

b. —(z2—z)=(-1)- (22 —z)=(-1)z* — (-l)z = -z’ + =
ddr vi i sista ledet anvint att —(—1)z = (-1)(-1)z=1-z ==z

¢ ~(@+y-9y)=(1)(+y—9)=(-1)-z+(-1)-y—(-1)-¢°
=-—z-y+y’

d z?2-2z—-3z+2)=2>—-2z -3z —-2=22— (2+3)z — 2
=2 — 5z — 2

Om den distributiva lagen anvinds bakldnges s ségs vi faktorisera uttrycket. Ofta férsoker
man bryta ut en s stor faktor som mojligt.

Exempel 3
a.3z+9y=3z+3-3y=3(z+3y)
bzyt+y’=zy+y-y=y(z+y)

c. 2z’ —4zx=2z-2—2-2-z =2z(x — 2)

d. y—w:—(m—y) :__1:_1
zT—y zT—y 1

Kvadreringsreglerna

Den distributiva lagen behover ibland anvindas upprepade ganger for att behandla storre
uttryck. Om vi betraktar

(a+b)(c+4d)
och ser a + b som en faktor som multipliceras in i parentesen (c+d) sa far vi
(c+d) = c+ d,
(@a+b)(c+d) =(a+b)c+(a+d)d
Sedan kan ¢ och d multipliceras in i respektive parentes
(a+b)c+ (a+b)d =ac+ bc+ ad + bd.

Ett minnesvirt sétt att sammanfatta formeln &r:

. a

(a + b)(c + d) = ac + ad +bc +bd

:;_._:.( o



Exempel 4

a (z+1l)(z—2)=z-z+z-(-2)+1-z2+1-(-2)=2?—2z+z—2
=z’ —z—2

b.3(z—y)(2z+1)=3(z-2z+z-1—y-2z—y-1)
= 3(222 + z — 2zy — y) = 622 + 3z — 6zy — 3y

c. 1-z)2-2z)=1-2+1-(—z)—z-2—z-(—2)=2—z — 2z + 2*
=2-3z+ 2
ddr vi anvént att
—z-(—z)=(-1z-(-1z=(-1)%22 =1-2° = 22

Tva viktiga specialfall av ovanstdende formel &r nir a + b och ¢+ d &r samma uttryck

Kvadreringsreglerna
(a+b)? = a® + 2ab + b*

(@ —b)* =a® —2ab+b?

Dessa formler kallas f6r forsta och andra kvadreringsregeln.

Exempel 5
a (z+2)?2=2+2-2z+22=22+4z+4

b. (—z+3)?=(—z)?+2-3(-z)+32=2>—6z+9
dir (—z)? = ((-1)z)? = (-1)?z? = 1- 2% = 2?

c. (22 —4)?=(2?)? -2 42> + 4> =z* — 822 + 16

d (z+12?-(z—-12?=(z2+2z+1) — (22 — 2z + 1)
=2 +2z+1—-2’+2z—-1=2z+2z =4z

e. 2z +4)(z+2)=2(z+2)(z+2)=2(z+2)?=2(z?+ 4z +4)
=2z? + 8z + 8

f(z-23=(z—-2)(z—2)%=(z—2)(z? — 4z +4)
=z-2’+z-(—4z)+z-4—2-22—-2-(—4z) - 2-4
=z% — 4z + 4z — 22° + 8z — 8 = 2% — 622 + 12z — 8

Kvadreringsreglerna anvénds ocksa i omvénd riktning for att faktorisera uttryck.

Exempel 6
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a. #* 42z +1=(z+1)°
b, 2f — 4’ +4=(2%)? - 2223 + 22 = (2% — 2)°

c. w2+m+%:w2+2-%m+(%)2:(:1:—1—%)2

Konjugatregeln

Ett tredje specialfall av den forsta formeln i forra avsnittet 4r konjugatregeln

Konjugatregeln:

(@ +b)(a—b)=a® -1

Denna formel kan vi fa fram direkt genom att utveckla vénsterledet

(a+b)(a—b)=a-a+a-(-b)+b-a+b-(~b) =a®>—ab+ab—b*=a® b

Exempel 7
a. (z — 4y)(z + 4y) = z? — (4y)? = z? — 16y*
b. (22 + 2z)(2? — 2z) = (z?)% — (22)? = 2 — 422
c. W+3)B-y=0B+y)B-y)=3-y*=9-9°

d. z¢ — 16 = (22)? — 42 = (2? + 4)(2? — 4) = (22 + 4)(2? — 2?)
= (22 +4)(z+2)(z - 2)

Rationella uttryck

Rékning med algebraiska uttryck som innehéller brék liknar till stor del vanlig brékrikning.

Multiplikation och division av brakuttryck foljer samma rikneregler som giller f6r vanliga

braktal,
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Exempel 8
. 3z z 3z -4x _ 1222
z—y 2e+y (z—y)-2z+y) (z—9)2z+y)
a
bz @
T+l z(z+1)
a
_r
(a:—|—1)2_ z(z —1)
-2  (x—2)(x+ 1)
z—1

Forlangning av ett brakuttryck innebér att vi multiplicerar téljare och ndmnare med samma
faktor

r+2 (z+2)(z+3) (z+2)(z+3)(z+4)
z+1 (z+1)(z+3) (z+1)(z+3)(z+4)

Forkortning av ett brakuttryck innebar att vi stryker faktorer som téljaren och ndmnaren har
gemensamt

(z+2)(z+3)(x+4) (z+2)(z+4) =z+2

(z+1)(z+3)(z+4) (z+1)(z+4) =z+1

Exempel 9

Lt = r+2  z(zx+2)
241 z4+1 z+2 (z+1)(z+2)

22— 1 1

Tx(x2-1) =z

@-Pe-2) o (@2 oy
(@ _d)ary)  Lomugtegeln )} = e @ty zi2

Nér brakuttryck adderas eller subtraheras behover de, om sa dr nodvindigt, forldngas sé att de
far samma ndmnare innan tiljarna kan kombineras ihop,

1 1 z-1 1

- z z—1 T _:I:—l—:c_ -1
=

T m—l_;.m—l_m—l'

t(z—1) z(z-1) z@z—-1) =z(x-1)

Ofta forsoker man forlinga med sa lite som mojligt for att underlétta raknandet. Minsta

gemensamma ndmnare (MGN) dr den gemensamma ndmnare som innehaller minst antal
faktorer.



Exempel 10

1
har MGN = (z + 1)(z + 2
a:+1+a:+2 ar ( A )

Forlang den forsta termen med (z + 2) och den andra termen med (z + 1)

1 n 1 z+2 | z+1
z+1 z+2 (z+1)(e+2) (z+2)(z+1)

:1:—|—2+:1:+1_ 2z + 3

(z+1)(z+2) (z+1)(z+2)

b2 il par MGN =22
T  x?

Vi behover bara forldnga den forsta termen for att fa en gemensam
ndmnare

1 1 T 1 z+1
_+_2:_+_:
T =z

o+ 1 har MGN = 22(z + 1)2(z + 2)
z(z+1)2 z2(z+2)

Den forsta termen forlings med z(z + 2) medan den andra termen
forlangs med (z + 1)2

1 B 1 B z(z + 2) (z +1)2
z(z+1)2 22(z+2) 2(z+1)2(zx+2) z(z+1)2(z+2)

_ z? + 2z ?+2+1 2’ +2z— (2®+2z2+1)
S22z +1)2(z+2) 22(z+1)%(z+2) 0 zX(x+1)%(z+2)
_:c2—|—2:c—:c2—2w—1_ -1

2z +1)2(x+2) 22(z+1)2(z+2)

T 1

_ —1  har MGN =z(z — 1)(z + 1)
z+1l z(z—-1)

Vi forldnger alla termer s att de far den gemensamma ndmnaren
z(z —1)(z+1)

T 1
z+1 z(z—1)

-1

_ z?(z — 1) z+1 z(z—1)(z+1)
z(z—1)(z+1) z(z—-1)(z+1) z(z—1)(z+1)

% — 22 z+1 z —

T 2z-D(@+1) ze-L@+1) z@-1)(z+1)

::03—:02—(w+1)—(:n3—:c) :a:3—a:2—a:—1—m3+m
z(z—1)(z+1) z(z —1)(z+1)
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Vid forenkling av stérre uttryck dr det ofta nodvéndigt att bade forlinga och foérkorta i steg.
Eftersom forkortning forutsitter att vi kan faktorisera uttryck ar det viktigt att forséka behalla
uttryck (t.ex ndmnare) faktoriserade och inte utveckla nagot som vi senare behover faktorisera.

Exempel 11
1 4 1
_ — = — ={MGN = (z + 2)(z — 2
a z—2 z22—-4 -2 (z+2)(z—2) { ( ) )}
- z+2 4 . T+2-4
(z+2)(z—-2) (z2+2)(z—2) (z+2)(z—2)
- z—2 1
C(z42)(z—-2) z+2
n 1 2 n 1 z2+1
m — — —
b t_x x__ x _ 2’ +1 _1
2241 224+1 2241 z(z24+1) =
1 1 y2 2152 y2 o 2152
22 92 202 292 2,2 2 _ 2
o X y. _ Tyt wyt xYyt .y -
T+y T+y tty 2zl (z+y)
_(y+o)y—2) y-=
Yz +y) 2’y
Ténk pa att:
Var noggrann. Om du gor ett fel pa ett stille sd kommer resten av utrdkningen
ocksa vara fel.
Anvind ménga mellanled. Om du 4r osdker pa en utrdkning utfér da hellre enkla
steg dn ett stort steg.
Utveckla inte i onédan. Du kan vid ett senare tillfille vara tvungen att
faktorisera tillbaka.
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Ovningar 2.1

Ovning 2.1:1
Utveckla
a) 3z(z—1) b) (1+z—2z)zy o) —z*(4-19%)
1 1
) (3o r1) 0 @1 D (5+4)
y oy
g2 (y* —3z%)? h) (5z3 + 3z°)2
Ovning 2.1:2

Utveckla och forenkla sé langt som mojligt

a) (z—4)(z—5)—3z(2z—-3) b) (1-—5z)(1+15z)— 3(2 —5z)(2+ 5z)
¢c) (B8z+4)2—(3z—2)(3z—8) d) (3z%+2)(3z% —2)(9z* +4)
¢) (a+d) *+(a—b) *

Ovning 2.1:3

Faktorisera sa langt som mojligt

a) z2—36 b) 5z2 —20 c) z2+6x+9
d) z2—-10z+25 e) 18z — 2z° f) 16x*+8z +1
Ovning 2.1:4

Bestim koefficienterna framfér = och 2 nir foljande uttryck utvecklas

a) (z+2)(3z2 —z+5)

b) l+z+22+23)2—2z+22+ 2%

¢) (z—=2+2%)(1+ 3z + 522)(2 — Tz — z%)
Ovning 2.1:5

Forenkla sa langt som mojligt

1 1 1 2
2 z—12 = ®) y2—2y_y2—4
9 (3z? — 12)(z% — 1) ) (¥2 + 4y + 4)(2y — 4)
(z+1)(z+2) (* +4)(y* —4)
Ovning 2.1:6

Forenkla sé langt som mojligt



-2
y 1 b) m—2+ar:+3
2z —y
2
a—b+ b
2a +b 2 a+b
c) — d) 2
a’?—ab a-b» 1 a—2>b
a+b
Ovning 2.1:7

Forenkla foljande brakuttryck genom att skriva pa gemensamt brékstreck

) 2 2 b) + 1 n 1 ) azr az?

a — T+—— +— c -

z+3 z+5 z—1 z2 a+1l (a+1)?
Ovning 2.1:8

Forenkla foljande brakuttryck genom att skriva pa gemensamt brékstreck

z 3 1 1
z =z 1
3+ +
z—3
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2.2. Linjéra uttryck

Innehall:

m Forstagradsekvationer

m Rita linjens ekvation

» Geometriska problem

= Omraden som definieras av olikheter

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

m [osa algebraiska ekvationer som efter férenkling leder till
forstagradsekvationer.

®» Omvandla mellan formerna y = kx + m och ax + by + ¢ = 0.

m Skissera réta linjer utgédende fran ekvationen.

m Losa geometriska problem som innehaller rita linjer.

» Skissera omrdden som ges av linjéra olikheter och bestimma arean av
dessa.

Teori

Forstagradsekvationer

For att 16sa forstagradsekvationer (dven kallade linjdra ekvationer) utfor vi
rakneoperationer

pa bada leden samtidigt, som successivt férenklar ekvationen och till slut gor att vi
far

x ensamt i ena ledet.

Exempel 1

a. Los ekvationenz + 3 = 7.

Subtrahera 3 fran bada led
r+3—-3=7-3.

Vinsterledet forenklas da till z och vi far att
r=7—-3=4.

b. Los ekvationen 3z = 6.

Dividera bada led med 3
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56
3 3
Efter att ha forkortat bort 3 i vinsterledet har vi att
6
=— =2
TT3

c. Los ekvationen2z +1 =5

Forst subtraherar vi bada led med 1 for att fa 2z ensamt 1 vinsterledet

2e=5—-1.
Sedan dividerar vi bada led med 2 och far svaret
4

En forstagradsekvation kan skrivas pd normalformen az = b. Losningen &r da helt
enkelt

z = b/a (man maste anta att a # 0).

De eventuella svérigheter som kan uppstd nédr man léser en forstagradsekvation
giller alltsd inte sjélva

16sningsformeln utan snarare de férenklingar som kan behovas for att komma till
normalformen.

Hér nedan visas nigra exempel som har det gemensamt att en ekvation forenklas
till linjér

normalform och dérmed fér en unik 16sning.

Exempel 2

Los ekvationen 22 —3 =5z + 7 .

Eftersom z férekommer bade i véinster- och hogerledet subtraherar vi 2z fran
béada led

2 —3—2x=5x+7— 2z
och far & samlat i hogerledet
—3=3z+7.
Nu subtraherar vi 7 frén bada led
—3-T7=32+7-T7
och far 3z ensamt kvar i1 hogerledet
—10 =3z.

Det sista steget dr att dividera bada led med 3

—10 3z
3 3
och detta ger att
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Exempel 3

Los ut  fran ekvationenax +7 =3z — b.

Genom att subtrahera bada led med 3z
ar+7—3z=3x—b— 3z
ar+7—3z=-b
och sedan med 7
ax+7—3z—7=-b—-"T7
ax — 3z =-b—1T7

har vi samlat alla termer som innehaller « 1 vinsterledet och vriga termer i
hogerledet. Eftersom termerna i vinsterledet har 2 som en gemensam faktor kan
x brytas ut

(a—3)z=-b-T.

Dividera badda led med a — 3

Det &r inte alltid uppenbart att man har att géra med en forstagradsekvation. |
foljande tva

exempel forvandlas den ursprungliga ekvationen genom férenklingar till en
forstagradsekvation.

Exempel 4
Los ekvationen (z — 3)2 + 3z% = (2z + 7)? .
Utveckla kvadratuttrycken i bada leden
z? — 6z + 9 + 3z = 4a® + 28z + 49
4z® — 6z + 9 = 4z” + 28z + 49
Subtrahera 4z fran bada led
—6z +9 =28z 149 .

Addera 6z till bada led

9=34z+49.
Subtrahera 49 frén bada led

—40 = 34z .

Dividera bada led med 34
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—40 20
34 17

Exempel 5

T+ 2 3

Los ekvationen = .
v 2?2+ 2+ 3z

Flytta 6ver bada termerna i ena ledet

T+ 2 3 -
22+ 243z

Forlang termerna s att de fir samma né@mnare

(z +2)(2 + 3z) 32 +2)
(€2 +z)(2+3z) (2+3z)(22+2)

och forenkla téljaren

(z+2)(2 + 3z) — 3(z? + =)
(2 + z)(2 + 3z)

=0,

3z +8z+4— (32> +3z)
(2 + z)(2 + 3z) B

b

5x + 4
(22 +z)(2 + 32)

Denna ekvation dr uppfylld bara nér tiljaren &r lika med noll (samtidigt som
nédmnaren inte dr lika med noll),

5¢+4=0

: 4
vilket ger att x = -

Rita linjer

Funktioner av typen

y=2z+1
y=—-z+3
1
=—-z—5
y=5

dr exempel pa linjara funktioner och de kan allmént skrivas i formen

y=kr+m
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dir k och m ar konstanter.

Grafen till en linjar funktion &r alltid en rét linje och konstanten k anger linjens
lutning
mot z-axeln och m anger y-koordinaten for den punkt dér linjen skér y-axeln.

¥ ¥
- 4 -
y=kx+m ,.° y=hkx+m
k
[ m
/ / - X e - X
lutning & skarning med y-axeln i (0,m)

Konstanten k kallas for linjens riktningskoefficient och innebér att en
enhetsforiandring i

positiv z-led pé linjen ger k enheters fordndring i positiv y-led. Det géller ddrmed
att om

m k> 0 s3 lutar linjen uppat
m k <0 s3 lutar linjen nedat

For en horisontell linje (parallell med z-axeln) & k = 0 medan en vertikal linje
(parallell

med y-axeln) inte har nagot k-vérde (en sddan linje kan inte skrivas i formen

y = kx +m).

Exempel 6
a. Skissera linjeny = 2z — 1.

Jamfor vi linjens ekvation med y = kx + m sé ser vi att k = 2 och
m = —1. Detta betyder att linjens riktningskoefficient &r 2 och att den
skér y-axeln i punkten (0, —1). Se figuren till vénster nedan.

b. Skissera linjeny = 2 — 1z.

Linjens ekvation kan skrivas som y = — %a: + 2 och da ser vi att dess
riktningskoefficient dr k = —% och att m = 2. Se figuren nedan till
hoger.

y

--L\ 1 steg

/ 7
ﬁ{geq

—

/ 1 steg




Exempel 7
Vilken riktningskoefficient har den rita linje som gar genom punkterna (2, 1)

och (5, 3)?

Ritar vi upp punkterna och linjen i ett koordinatsystem sé& ser vi att 5 — 2 = 3
steg i z-led motsvaras av 3 — 1 = 2 stegi y-led pa linjen. Det betyder att 1 steg

i z-led méste motsvaras av k = f:”%; = % steg 1 y-led. Alltsa &r linjens
riktningskoefficient k = %
y y

2 steg

2/3 steg
3 steg

Tva réta linjer som dr parallella har uppenbarligen samma riktningskoefficient. Det
gér ocksa att se

(t.ex 1 figuren nedan) att tva linjer som é&r vinkelrdta har riktningskoefficienter k;
respektive k,

som uppfyller k, = —kil , vilket ocksa kan skrivas som k;k, = —1.

¥ ¥

/ P . X
F-/ ﬂ-./" \

Bildtext: Den réta linjen i figuren till vénster har riktningskoefficient &, d.v.s. 1
steg i z-led

motsvaras av k steg i y-led. Om linjen vrids 90° motsols fér vi linjen i figuren till
hoger,

och den linjen har riktningskoefficient — % eftersom nu motsvaras —k steg i z-led
avl

steg 1 y-led.

Exempel 8

a. Linjerna y = 3z — 1 och y = 3z + 5 &r parallella.
b. Linjerna y = ¢ + 1 och y = 2 — x &r vinkelrita.

Alla réta linjer (dven den vertikala linjen) kan skrivas i den allménna formen




ax +by=c

dir a, b och c dr konstanter.

Exempel 9

a. Skriv linjen y = 5z 4+ 7 i formen az + by = c.
Flytta 6ver z-termen till vinsterledet — 5z +y =7 .
b. Skriv linjen 2z + 3y = —1 iformen y = kx + m.

Flytta 6ver z-termen i hogerledet 3y = —2x — 1 och dela béda led med 3

2 1
=——=z— .
Yy=73% "3

Omraden i koordinatsystem

Genom att tolka olikheter geometriskt kan de anvéndas for att beskriva omraden i
planet.

Exempel 10

a. Skissera omrédet i x, y-planet som uppfyller y > 2.

Omradet ges av alla punkter (z, y) vars y-koordinat &r 2 eller storre, d.v.s.
alla punkter pa eller ovanfor linjen y = 2.

¥
4
3 y=2
2
4l
3 (-2 | -1 1 2 3"

b. Skissera omradet i x, y-planet som uppfyller y < x.

En punkt (z, y) som uppfyller olikheten y < & har en z-koordinat som &r
storre dn dess y-koordinat. Omradet bestar alltsa av alla punkter till hoger
om linjen y = .
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y

A

3_

2~

‘]‘

3 2 1 T 2 3=
1
y<X

2
3

Bildtext: Att linjen y = x &r streckad betyder att punkterna pa linjen inte
tillhor det gragronfargade omradet.

Exempel 11

Skissera omradet i z, y-planet som uppfyller 2 < 3z + 2y < 4.

Den dubbla olikheten kan delas upp i tva olikheter

3z +2y>2 och 3zx+2y<4.

Flyttar vi 6ver x-termerna till hogerledet och delar bada led med 2 far vi
3 3
yzl—im och y§2—§m.

De punkter som uppfyller den forsta olikheten ligger pa och ovanfor linjen
y>1-— %w medan de punkter som uppfyller den andra olikheten ligger pa eller
under linjeny < 2 — %m

Punkter som uppfyller bada olikheterna tillhor det bandformade omrade som de
graa omrddena ovan har gemensamt.
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2=+ 2y

Exempel 12

Om vi ritar upp linjerna y = ¢, y = —& och y = 2 si begréinsar dessa linjer en
triangel, 1 koordinatsystemet.

Vi upptécker att for att en punkt skall ligga i denna triangel sa maste vi sétta en
del krav pa den.

Vi ser att dess y-koordinat maste vara mindre dn 2. Samtidigt ser vi att triangeln
nedat begrinas avy = 0.

y-koordinaten maste saledes ligga i intervallet 0 < y < 2.

For z-koordinaten blir det lite mer komplicerat. Vi ser att x-
koordinaten méste ligga ovanfor linjernay = —z ochy =z
Vi ser att detta &r uppfyllt déd —y < z < y.

Eftersom vi redan har begrinsningar for y-koordinaten sa ser vi att & inte kan
vara storre dn 2 och mindre dn —2 automatiskt.

Vi ser att basen i triangeln blir 4 langdenheter och hojden 2 langdenheter.

Arean av denna triangel blir alltsd 4 - 2/2 = 4 areaenheter.

Ténk pa att...

Rita egna figurer nér du 16ser geometriska problem och att vara noggrann nér du
ritar! En bra figur kan vara halva I6sningen, men en délig figur kan lura en.
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Ovningar 2.2

Ovning 2.2:1

Los ekvationerna

a) z—2=-1 b) 2z+1=13

1
c) Em—lzw d b5z+7=2zx—6
Ovning 2.2:2

Los ekvationerna

5c x+2 1 8 +3 bz -7
a 2X_ZrE_ - b) -
6 9 2 7 4
) (z+3)2—(z—5)?=6z+4 d) (2?+4z+1)2+ 32?222 = (222 + 2z + 3)?

=2

Ovning 2.2:3
L3s ekvationerna

w+3_w+5_0

z—3 x-—2
4z 1

4z —7 2z-—3

1 1 6z — 1

© <m—1_m+1>(w2+%):32—3
o (2_3) (1.1 1221111_0
<5_ ><E+§>_(%_§) _(%+§> (ﬂ_§>_

Ovning 2.2:4

a)

=1

b)

a) Skriv ekvationen for linjen y = 2x + 3 pé formen az + by = c.

b) Skriv ekvationen for linjen 3z + 4y —5 =0 pd formen y =kx +m.

Ovning 2.2:5
a) Bestdm ekvationen for den réta linje som gar genom punkterna (2,3) och
(3,0).
b) Bestidm ekvationen for den rita linje som har riktningskoefficient — 3 och
gar genom punkten (1, —2) .
c) Bestim ekvationen for den rita linje som gar genom punkten (—1,2) och
dr parallell med linjen y =3z + 1.

d) Bestdm ekvationen for den réta linje som gar genom punkten (2,4) och ér
vinkelrdt mot linjen y = 22 + 5.

e) Bestdm riktningskoefficienten, k, fér den rita linje som skir x-axeln i
punkten (5,0) och y-axeln i punkten (0, —8) .
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Finn skédrningspunkten mellan foljande linjer

a) y=3z+5 ochx-axeln
c) 4z +5y+6=0 ochy-axeln

o 2c+y—1=0 och
y—2xz—-2=0

b) y=—z+5 ochy-axeln
d z+y+1=0 och z=12

Ovning 2.2:7
Skissera grafen till foljande funktioner
a) f(e) =3z -2 b) fl@)=2-=z o) f(z)=2
Ovning 2.2:8
Rita in i ett xy-plan alla punkter vars koordinater (z,y) uppfyller
a) y>=x b) y<3z—-4 c) 2x+3y<6
Ovning 2.2:9
Ber#kna arean av den triangel som

a) har horn i punkterna (1,4), (3,3) och (1,0)
b) begrinsas av linjerna € =2y, y=4 och y =10 — 2z
c) beskrivs av olikheterna € +y > —2 , 22 —y <2 och 2y —z < 2



2.3. Andragradsuttryck

Innehall:

» Kvadratkomplettering
» Andragradsekvationer
= Faktorisering

= Parabler

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

» Kvadratkomplettera andragradsuttryck.

» [osa andragradsekvationer med kvadratkomplettering (ej fardig formel)
och veta hur man kontrollerar svaret.

» Faktorisera andragradsuttryck (nér det d&r mojligt).

= Bestimma det minsta/storsta véirde ett andragradsuttryck antar.
» Skissera parabler genom kvadratkomplettering.

m Direkt 16sa faktoriserade eller néstan faktoriserade andragradsekvationer.

Teori

Andragradsekvationer

En andragradsekvation &r en ekvation som kan skrivas som
2’ +pr+qg=0

dir x ar den obekanta och p och ¢ dr konstanter.

Enklare typer av andragradsekvationer kan vi 16sa direkt genom rotutdragning.

Ekvationen z? = a dir a 4r ett postivt tal har tva 16sningar (rétter) = = 1/a

och z =—/a.

Exempel 1

a. z2=4 harrdtterna z = v/4=2 ochz = —v/4=-2.
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b. 222 =18 skrivs om till 22 = 9 och har rétterna z = v/9 = 3 och

w:—\/§:—3.

c. 322 —15=0 kan skrivas som 2 = 5 och har rétterna
z=+5~2236 och z=—+b~—2236 .

d. 92%> +25 =0 saknar l6sningar eftersom vinsterledet kommer alltid att
vara storre #n eller lika med 25 oavsett hur z viljs (kvadraten 22 4r alltid
storre &n eller lika med noll).

Exempel 2

a. Los ekvationen (z — 1) =16 .

Genom att betrakta  — 1 som obekant ger rotutdragning att ekvationen
har tva 16sningar:

mr—1=+16=4 vilketgeratt t =1+4=25,
mr—1=—-4/16=—4 vilketgeratt z =1—-4=-3 .

b. Los ekvationen 2(z +1)2 -8 =10 .
Flytta gver termen 8 till hogerledet och dela bada led med 2,
(x+1)?%=4.

Rotutdragning ger att:
mz+1=+/4=2 dvs. z=-1+2=1
mz+1=—/4=-2 dvs. z=-1-2=-3

For att 16sa allménna andragradsekvationer anviander vi en teknik som kallas
kvadratkomplettering.

Om vi betraktar kvadreringsregeln
z® 4 2azx + a®> = (z + a)’

och subtraherar a? fran bada led sa far vi

Kvadratkomplettering:

2’ + 2az = (z +a)® — a’

Exempel 3

a. Los ekvationen 2> +2z —8=10 .




De tva termerna z? + 2z kvadratkompletteras (anvind a = 1 i formeln)

24+ 22— 8= (z+1)2—-12-8=(z+1)>-9,

dér understrykningen visar vilka termer som &r inblandade i
kvadratkompletteringen. Ekvationen kan darf6r skrivas som

(m+1)2_9:0’

vilken vi 16ser med rotutdragning
"z+1=+9=3 ochdirmed 2 = -1+3=2,
mz4+1=-/9=-3 ochdirmed z = -1-3=—4 .

b. Los ekvationen 2z* — 2z — % =0 .

Dividera bada led med 2
2’ —x— % =0.
Vinsterledet kvadratkompletteras (anvind @ = — %)

Rotutdragning ger att
lw—%:\/le, d.v.s. m:%—i—l
ng—l=—y1=-1, dvs z=1-1=-1.

Tips:

Ténk pé att man alltid kan prova 16sningar till en ekvation genom att sitta
in virdet och se om ekvationen blir uppfylld. Man gor detta for att
uppticka eventuella slarvfel. Fér exempel 3a ovan har vi tva fall att prova.
Vi kallar vénster- och hogerleden for VL respektive HL:

=2 medfsratt VL=22+2.2-8=4+4—-8=0=HL

m z = —4 medfor att
VL= (-4)?+2-(-4)-8=16-8—-8=0=HL

I bada fallen kommer vi fram till VL = HL. Ekvationen &r alltsd uppfylld i
béda fallen.

Med kvadratkomplettering gar det att visa att den allménna andragradsekvationen

22 +pr+qg=0

har I6sningarna
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forutsatt att uttrycket under rottecknet inte &r negativt.

Ibland kan man faktorisera ekvationer och direkt se vilka 16sningarna ir.

Exempel 4

a. Los ekvationen =2 —4z =0 .

I véinsterledet kan vi bryta ut ett
z(z—4)=0.
Ekvationens vénsterled blir noll nér ndgon av faktorerna ar noll, vilket ger
oss tva losningar
mr=0, eller
mgx—4=0 dvs. z=4.

Parabler

Funktionerna

y=2z—2x+5
y=4— 3z
y:%m2+3m

dr exempel pa andragradsfunktioner. Allmént kan en andragradsfunktion skrivas
som

y=az’+bz+c
dir a, b och ¢ dr konstanter och dir a # 0.

Grafen till en andragradsfunktion kallas for en parabel och figurerna visar

utseendet for tva typexempel y = 2% och y = —z2.

2 2

Eftersom uttrycket z* &r som minst nér = 0 har parabeln y = z* ett minimum

ndr z = 0 och parabeln y = —z? ett maximum for z = 0.

Notera ocksa att parablerna ovan dr symmetriska kring y-axeln eftersom virdet pa
x? inte beror pa vilket tecken z har.



Exempel 5
a. Skissera parabeln ¥y = -2 ¥

Jamfort med parabeln y = 2? har punkter pa
parabeln (y = 22 — 2 ) y-viirden som &r tva \ ’ /
enheter mindre, d.v.s. parabeln &r férskjuten " : "
tva enheter nerat i y-led.

b. Skissera parabeln y = (z — 2)* . ,

P4 parabeln y = (z — 2)? behover vi
vilja z-virden tva enheter storre jamfort
med parabeln y = 2% for att fa
motsvarande y-virden. Alltsa dr parabeln
y = (z — 2)% forskjuten tvd enheter at

hoger jamfort med y = z2.

c. Skissera parabeln y = 2z2.

Varje punkt p4 parabeln y = 22? har
dubbelt sa stort y-virde dn vad
motsvarande punkt med samma z-virde
har pa parabeln y = 2% . Parabeln

y = 22% ir expanderad med faktorn 2 i
y-led jamfort med y = z2.




Med kvadratkomplettering kan vi behandla alla typer av parabler.

Exempel 6
Skissera parabeln ¥y = > + 2z + 2 .
Om hogerledet kvadratkompletteras
2’ +22+2=(z+1)°-1"+2=(z+1)>+1

sa ser vi frdn det resulterande uttrycket y = (z + 1)? + 1 att parabeln &r
forskjuten en enhet at vinster i z-led jaimfort med y = x? (eftersom det star
( + 1)? istillet for £2) och en enhet uppét i y-led.

Exempel 7
Bestdm var parabeln y = z? — 4z + 3 skir z-axeln.

En punkt ligger pa z-axeln om dess y-koordinat &r noll, och de punkter pa
parabeln som har y = 0 har en z-koordinat som uppfyller ekvationen

x> — 4z +3=0.
Vinsterledet kvadratkompletteras
2’ — 4z +3=(z—-2) -2 +3=(z—-2)?%-1
och detta ger ekvationen
(x—-2)2%=1.
Efter rotutdragning far vi 16sningarna

la:—2:\/I:1, dvs. z=2+1=3,
mr—2=—-4/1=-1, dvs. z=2-1=

Parabeln skér z-axeln i punkterna (1,0) och (3,0).




\oo o)
I\:/l 4 5
1

Exempel 8
Bestim det minsta virde som uttrycket =2 + 8z + 19 antar.
Vi kvadratkompletterar
2’4+ 8z +19=(z+4)> -4 +19=(z+4)>+3

och da ser vi att uttrycket blir som minst lika med 3 eftersom kvadraten
(z + 4)? alltid &r storre 4n eller lika med 0 oavsett vad z &r.

I figuren till hoger ser vi att hela parabeln y = 22 + 8z + 19 ligger ovanfor
x-axeln och har ett minimumvarde 3 ndr z = —4 .

.'| ’

\ y o=+ 18 Fﬂf’ '
\ / .

Ténk pa att:

Lagg ner mycket tid pa algebra! Algebra dr matematikens alfabet. Nar du vél har
forstatt algebra, kommer din forstaelse av statistik, yta, volym och geometri vara
mycket storre.




Ovningar 2.3 >

Ovning 2.3:1

Kvadratkomplettera f6ljande uttryck

Q) a’ -2 b) #?+2-1 ¢ 5+2z—a® d) z*+5z+3
Ovning 2.3:2

Los foljande andragradsekvationer med kvadratkomplettering

a) z2—-4x+3=0 b) ®+2y—15=0 ¢ ¥ +3y+4=0
d) 422 -282z+13=0¢) 522+2x—-3=0 ) 322—102+8=0

Ovning 2.3:3
Los foljande ekvationer direkt

a) z(z+3)=0 b) (z—3)(z+5)=0

¢c) 5(3z—2)(z+8)=0 d) z(z+3)—2z(2z-9)=0

e) (z+3)(z—1)—(z+3)2z2—9)=0 0 =z(z®*—-2z)+z(2—-2z)=0
Ovning 2.3:4

Bestdm en andragradsekvation som har rétterna

a) —1 och 2
b) 1++3 och 1-+3
¢) 3 och V3

Ovning 2.3:5

a) Bestdm en andragradsekvation som bara har — 7 som rot.
b) Bestéim ett virde pd = som gor att uttrycket 4z2 — 28z + 48 &r negativt.

5 Ekvationen z? + 4z + b = 0 har enrot = 1. Bestim viirdet pa
konstanten b.

Ovning 2.3:6
Bestdm det minsta virde som f6ljande polynom antar

a) z2-2z+1 b) 22 —4z+2 c) z2—5x+7T
Ovning 2.3:7

Bestdm det storsta virde som f6ljande polynom antar



a) 1-— g2 b) —22+3z—4 o) ?+z+1

Ovning 2.3:8

Skissera grafen till f6ljande funktioner

a) f(z)=2*+1 b) f(z)=(z—-1)?%+2¢) f(z)=2>—-6z+11
Ovning 2.3:9

Hitta alla skdrningspunkter mellan x-axeln och kurvan

a) y==z>-1 b) y=2>—-5z+6 ) y=3z>-12z+9
Ovning 2.3:10

Rita in i ett xy-plan alla punkter vars koordinater (z,y) uppfyller

a) y>z och y <1 b) y<1-—2z* och z>2y—3
) 1>z >y° d) z2?<y<cz



3.1. Rotter

Innehall:

m Kvadratrot och n:te rot
m Rotlagar

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Skriva om ett rotuttryck i potensform.

» Berikna kvadratroten ur nagra enkla heltal.

» Kvadratroten ur ett negativt tal inte dr definierat.

» Kvadratroten ur ett tal betecknar den positiva roten.

m Hantera rotlagarna i férenkling av rotuttryck.

m Veta nér rotlagarna &r giltiga (icke-negativa radikander).

» Forenkla rotuttryck med kvadratrotter 1 nimnaren.

m Veta nér n:te roten ur ett negativt tal dr definierat (» udda).

Teori

Kvadratrotter

Symbolen 4/a , kvadratroten ur a, anvinds som bekant for att wﬁ

beteckna det tal som multiplicerat med sig sjilvt blir a. Man ¢ F}— i

maste dock vara lite mer exakt nir man definierar denna symbol. U& o j
_\M_/‘—C‘_;?_\

Ekvationen z? = 4 har tva losningar = 2 och & = —2,
eftersom sévil 2-2 =4 som (—2)-(—2) =4 . Man skulle d&

kunna tro att 4/4 kan vara vilket som helstav — 2 och 2, dvs. v/4 = 2 , men
v/4 betecknar bara det positiva talet 2.

Kvadratroten 1/a betecknar det icke-negativa tal som multiplicerat med sig

sjalvt blir a, dvs. den icke-negativa 1sningen till ekvationen z? = a.

Kvadratroten ur a kan dven skrivas a'/2.

Det ir dirfor fel att pastd att 4/4 = +2, men korrekt att séiga att ekvationen
z? = 4 har 16sningarna z = +2 .
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Exempel 1
a. /0=0 eftersom 02=0-0=0 och 0 ir inte negativ.

b. /100 =10  eftersom 10%> = 10-10 = 100 och 10 ir ett positivt tal.

o

. 4/0,25=0,5 eftersom 0,52 = 0,5-0,5 = 0,25 och 0,5 &r positiv.

[oN

. i eftersom . ~ och1, ar positiv.
x/i 1,4142 fi 1,4142-1,4142 =~ 2 h 1,4142 ir positi

e. Ekvationen @2 = 2 har losningarna z = /2 ~ 1,414 och
T=—v2~-1414 .

=

v/ —4  &rinte definierat, eftersom det inte finns négot reellt tal = som
uppfyller 22 = —4 .

g +/(=7)2=17 eftersom

VEDE=VED () =V =VT =T

Nér man réknar med kvadratrotter kan det vara bra att kidnna till négra riakneregler.
Eftersom /a = a'/? kan vi 6verfora potenslagarna till "rotlagar". Vi har t.ex. att

V9-4=(9-4)2=9Y2.42=/9.4.

Pé detta sitt kan vi fa fram f6ljande rikneregler for kvadratrotter, som géller for
allareellatala,b> 0:

Vab = a- b
a_+a

b Vb
avb = va?b

(Vi méste dock vid divisionen ovan som vanligt férutsétta att b inte dr 0.)

Exempel 2

a. v/64-81=+464-4/81=8-9="T72
b /_g_ﬁ_E
’ 25_1/25_5

c. V/18-4/2=118-2=136=6

V75 75
d.%:\/—;:\/%:5




e VIZ= VI 3=+vi-vi=2/3

Observera att riknereglerna ovan forutsitter att @ och b > 0.Om a och b &r

negativa (< 0) s dr inte 1/a och v/b definierade som reella tal. Man skulle t.ex.
kunna frestas att skriva

—1=+/-1-4/—1=4/(-1)- (-1)=v1=1

men ser da att nagot inte stimmer. Anledningen &r att 4/—1 inte &r ett reellt tal,
vilket alltsa gor att rdknereglerna ovan inte far anvéndas.

N:te rotter

Kubikroten ur ett tal a definieras som det tal som multiplicerat med sig sjilv tre
ganger ger a, och betecknas % .

Exempel 3
a. %:2 eftersom 2.2.2 = 8.
b. 3/0,027=0,3 eftersom 0,3-0,3-0,3 = 0,027 .

c. vV—8=-2 eftersom (-2)-(-2)-(-2)=-8.

Notera att, till skillnad fran kvadratrotter, dr kubikrotter dven definierade for
negativa tal.

Det gér sedan att for postiva heltal n definiera n:te roten ur ett tal a som

= om n drjdmn och a > 0 dr y/a det icke-negativa tal som multiplicerat med
sig sjalv n ganger blir a,

= om n 4rudda sd dr y/a det tal som multiplicerat med sig sjélvt n génger
blir a.

Roten 1/a kan iven skrivas som a'/™.

Exempel 4
a. v625 =5 eftersom 5-5-5-5 = 625 .
b. v/—243 = —3  eftersom (—3) - (—3)-(=3)-(—3) - (—3) = —243

c. /=17 & inte definierat eftersom 6 ar jamn och — 17 &r ett negativt
tal.

For n:te rotter géller samma rikneregler som f6r kvadratrétter om a, b > 0.
Observera att om n dr udda géller de dven for negativa a och b, dvs. for alla reella
tal a och b.




_Va
Vb
a%:nanb

Forenkling av rotuttryck

Ofta kan man genom att anvénda riknereglerna for rotter forenkla rotuttryck
vésentligt. Liksom vid potensridkning handlar det ofta om att bryta ner uttryck i s&
"sma" rotter som mojligt. Exempelvis gér man gérna omskrivningen

B=ViZ-vivi-22

eftersom man da kan foérenkla t.ex.

V8 2¢/2
5= V2

Genom att skriva rotuttryck i termer av "sma" rotter kan man ocksé addera rotter av
"samma sort", t.ex.

VB8+V2=2V2+ V2= (2+1)vV2=3V2.

Exempel 5
N V8 V24 V222 V222 22 2
VI8 V2.9 v2.3-3 +2.32 342 3
b.\/7_2:\/8-9:\/2-2-2-3-3:\/22-32- _2:3V2 3
6 2-3 2.3 2-3 2-3
C. V45 ++20=+v9-5++4-5=1/32.54++22.5
=3vV5+2v5=(3+2)v56=5v5
d. vB0+2v3—+/32+427=/5-10+2v/3—+/2-16++/3-9
=5-2-5+2V/3-+v2-4-44++3-.3.3
=+52-2+2/3-+22.22.24 3. 32
=5v2+2v/3-2-2v/2+33
=(5-4)V2+(2+3)V3
=2+5v3
L2 \/§ 2. \/§ 2.3 _2 2
Y12 Y34 ¥3.¥a Vi Y22
2 V2 2.2 _
xe 2
R
f(VB+v2)(V3-v2)= (V32— (+v2)2=3-2=1
dar vi anvént konjugatregeln (a +b)(a —b) = a® — b* med




a=+/3 och b=+2.

Rationella rotuttryck

Niér rotter forekommer i ett rationellt uttryck vill man ofta undvika rétter i
ndmnaren (eftersom det 4r svart vid handridkning att dividera med irrationella tal).
Genom att forlinga med 4/2 kan man exempelvis gora omskrivningen

1-v2 V2

1
V2 VEvzo 2

vilket oftast dr att féredra.

[ andra fall kan man utnyttja konjugatregeln, (a + b)(a — b) = a® — b?, och
forlinga med ndmnarens s.k. konjugerade uttryck. Pa sé sitt forsvinner rottecknen
frdn ndmnaren genom kvadreringen, t.ex.

VB VB V2-1  VB(V2-1)

V2+1 V241 vV2-1 (V2+1)(v2-1)
_V3-42-4v31 V3248 VE-VB o
B (v2)? — 12 o 2-1 1 =V6- V3.

Exempel 6

10v3  10v/3-v5  10v15
a. \/g— \/5\/3_ 3 =215

14V _(14vD-VE_VEEE

"Th T ek 2

N 3(v2+2) _ 3v2+6 _3V2+6 _ 3v2+6

VE-2 (VR-o)(va+) (VR 24 2
V2 V2(V6-v3) V2623

VB VBB (VoF - (VB)
VEVEE-VEVE 2B vEVE_ (2-VEWS

6—3 3 3

Ténk pa att:
Kvadratroten ur ett tal &r alltid icke-negativ (dvs. positiv eller lika med noll)!
Rotlagarna ér egentligen specialfall av potenslagarna.

Exempelvis: /z = z!/2




Ovningar 3.1

Ovning 3.1:1

Skriv i potensform
a) V2 b) V7 o (v3)' ) \/v3

Ovning 3.1:2

Forenkla sa langt som mojligt

a) /32 b) 4/(-3) ) +-3% d) V5.v5-5
) Vi8-8 D VB ® v-125
Ovning 3.1:3

Forenkla sé langt som mojligt

V96
a) (vV5—+v2)(V5++2) b) s
9 16+ vi6 O 4[5V~ V3)
Ovning 3.1:4

Forenkla sa langt som mojligt

a) /0,16 b) 30,027
¢) +/50+4v20—3v/18—-2v/80 d) 48+ +12++/3— 75

Ovning 3.1:5

Skriv som ett uttryck utan rottecken i ndmnaren.

2 1 2 1
a) —— b) = c J ————
) V12 ) e ) 3447 ) V17 — /13
Ovning 3.1:6

Skriv som ett uttryck utan rottecken i ndmnaren.

2 V2+3 -
J5_2 (f—z) _2
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I

o Y25 d) 1
11 V2+V3+ V6
NOI

Ovning 3.1:7

Forenkla s& langt som mojligt

1 1 5wﬁ? \/_

Ovning 3.1:8
Avgor vilket tal som dr storst av

a) % och %
c) VT och 2,5

b) V7 och 7
d) ﬁ(%)g och v2-3



3.2. Rotekvationer

Innehall:

» Rotekvationer av typen vaz +b=cz +d
m Falska rotter

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» [osa enkla rotekvationer med kvadrering.
» Hantera falska rotter och veta nér de uppstér.

Teori

Det finns manga olika varianter av rotekvationer, t.ex.
Ve+3z=2,
vVe—1-—2zx= z? ,
\3/ z+2==c.

For att 16sa rotekvationer vill man bli av med rottecknet. Strategin for att uppna
detta &r att skriva ekvationen sa att rottecknet blir ensamt kvar pa ena sidan av
likhetstecknet. Sedan kvadrerar man bada led i ekvationen (om det handlar om en
kvadratrot), sa att rottecknet forsvinner och loser sedan den nya, kvadrerade,
ekvationen. Nir man kvadrerar en ekvation méste man tdnka pa att de 16sningar
som man far fram kanske inte dr l6sningar till den ursprungliga ekvationen. Detta
beror pa att eventuella minustecken forsvinner. Man tappar information nir man
kvadrerar. Oavsett om man hade nagot positivt eller negativt sa har man alltid
nagot positivt efter en kvadrering. Darfér maste man préva de I6sningar som man
far fram. Man behover verifiera att de inte bara &r 16sningar till den kvadrerade
ekvationen, utan ocksa till den ursprungliga ekvationen.
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Exempel 1

Minustecken forsvinner vid kvadrering. Betrakta en enkel (trivial) ekvation
x=2.

Om vi kvadrerar bada led i1 denna ekvation far vi

z? = 4.
Denna nya ekvation har tva 1osningar ¢ = 2 eller & = —2 . Losningen z = 2
uppfyller den ursprungliga ekvationen medan z = —2 #&r en 16sning som

uppstod i den kvadrerade ekvationen.

Exempel 2
Los ekvationen 2v/z —1=1—z .

Tvéan framfor rottecknet dr en faktor. Vi kan dividera vénster- och hogerled
med 2, men vi kan ocksa lata tvaan sta kvar. Om vi kvadrerar ekvationen som
den &r far vi

4(z—1)=(1—-=z)?
och utvecklar vi kvadraten fas
4(z—1)=1-2z+2*.
Detta dr en andragradsekvation, som kan skrivas
z’ —6z+5=0.

Denna kan 16sas med kvadratkomplettering eller med den allminna
16sningsformeln. Losningarna blir z =3 +2 ,dvs. x =1 eller z = 5.

Eftersom vi kvadrerar ekvationen finns risken att detta introducerar falska rétter
och darfor behover vi prova om = 1 och z = 5 ocksé &r 16sningarna till den
ursprungliga rotekvationen:

m =1 medfératt VL =24/1—-1=0 och HL=1—-1=0 . Alltsa &r
VL = HL och ekvationen &r uppfylld!

mx—>5medfératt VL=2¢/5—-1=2:-2=4 ochHL=1-5=—-4,
Alltsa &r VL # HL och ekvationen r inte uppfylld!

Ekvationen har ddrmed bara en 16sning = 1.




Ténk pa att:

Nér man kvadrerar en ekvation maste man ténka pa att de 16sningar som man fér
fram kanske inte dr 16sningar till den ursprungliga ekvationen, s. k. falska
rotter. Detta beror pa att eventuella minustecken foérsvinner. Man tappar
information ndr man kvadrerar. Darfér maste man verifiera att de 16sningar man
far fram, inte bara dr 16sningar till den kvadrerade ekvationen, utan ocksa ar
16sningar till den ursprungliga ekvationen.

Du ska alltid prova lésningen i rotekvationer.




Ovningar 3.2

Ovning 3.2:1

Los ekvationen vz —4 =6 —=x .

Ovning 3.2:2

Los ekvationen v2z + 7=z + 2 |

Ovning 3.2:3

Los ekvationen v3x —8+2 =2x .

Ovning 3.2:4

Los ekvationen v1—x =2 —x .

Ovning 3.2:5

Los ekvationen v3x —2=2—x .

Ovning 3.2:6

Los ekvationen vz +1++/z+5=4 .
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3.3. Logaritmer

Innehall:

» Logaritmer
» Logaritmlagar

Léirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Kinna till begreppen bas och exponent.

» Kinna till beteckningarna In, 1g, log och log, .

= Berikna enkla logaritmuttryck med hjélp av logaritmens definition.

» Logaritmen 4r bara definierad for positiva tal.

m Kénna till talet e.

m Hantera logaritmlagarna i férenkling av logaritmuttryck.

® Veta nir logaritmlagarna &r giltiga.

m Uttrycka en logaritm i termer av en logaritm med en annan bas.

m [osa ekvationer som innehaller exponentialuttryck och som med
logaritmering leder till férstagradsekvationer.

m Avgora vilket av tva logaritmuttryck som &r storst baserat pa jamforelse av
bas/argument.

Teori

Logaritmer med basen 10

Man anvénder gérna potenser med basen 10 for att skriva stora och sma tal, t.ex.

103 =10-10-10 = 1000,
11
10-10 100

1072 = 0,01.

Om man enbart betraktar exponenten skulle man i stéllet kunna séga att

"exponenten for 1000 dr 3", eller
"exponenten for 0,01 ar -2".

Precis sé dr logaritmer definierade. Man uttrycker sig pa foljande sétt:
"logaritmen for 1000 &r 3", vilket skrivs 1g 1000 = 3 ,
"logaritmen for 0,01 dr -2" , vilket skrivs 1g0,01 = —2 .

Mer allmént kan man uttrycka sig:
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Logaritmen av ett tal y betecknas med 1gy och &r den exponent
som ska st i den blaa rutan i likheten

10 =y.

Notera hér att y maste vara ett positivt tal for att logaritmen 1gy ska vara
definerad, eftersom det inte finns ndgon potens av 10 som blir negativ eller noll.

Exempel 1

a. 12100000 =5  eftersom 10 3 = 100000 .
b. 10,0001 = —4  eftersom 10 ~* = 0,0001 .
c. lgv10 =1 eftersom 10 ¥2 = /10 .
d.lg1 =0 eftersom 10 © =1.

e. 1g10™® =78  eftersom 10 ® = 1078.

f. lg50 ~ 1,699  eftersom 10 69 ~ 50 .

g. 1g(—10) existerar inte eftersom 10 ¢ aldrig kan bli -10 oavsett hur a
viljs.

I det nést sista exemplet kan man snabbt inse att 1g50 maste ligga nagonstans
mellan 1 och 2 eftersom 10! < 50 < 102, men for att fa fram ett mer exakt virde
pé det irrationella talet 1g 50 = 1,69897 ... behovs i praktiken en minirdknare
(eller tabell.)

Exempel 2

a. 1018100 _ 10
b. 10182 — 4

c. 101850 — 59

Olika baser

Man kan tdnka sig logaritmer som anvénder en annan bas &dn 10 (utom 1!). Man
maste da tydligt ange vilket tal man anvénder som bas for logaritmen. Anviander
man t.ex. 2 som bas skriver man log, for "2-logaritmen".

Exempel 3

a. log,8 =3 eftersom 2 3 =8.




b. log,2=1 eftersom 2! =2.

c. log51024 =10  eftersom 2 1% =1024.

1 g 1 1
d. logzz1 = —2  eftersom 2 — 21
Pa samma sitt fungerar logaritmer i andra baser.
Exempel 4
a. log;9=2 eftersom32 =9.
b. log; 125 =3  eftersom 5 * = 125.
1 1 1
S -2 _ - _ -
c. log, 6 2 eftersom 4 =216
1 1 1 1
d. log,— = —= eftersom b /2 = — =-— (omb > 0ochb+ 1).
VAT RN

Om basen 10 anvinds, skriver man séllan log , , utan som vi tidigare sett lg, eller
enbart log, vilket forekommer p&4 ménga minirdknare.

Naturliga logaritmer
I praktiken &r det tva baser som oftast anvéinds for logaritmer, forutom 10 dven talet

e (~2,71828...) . Logaritmer med basen e kallas naturliga logaritmer och
skrivs In 1 stillet for log. .

Exempel 5

a. In10 = 2,3  eftersom e 23 ~ 10 .

b.lne=1 eftersome ! =e.

c. ln—3 = —3 eftersome ° = —.
e e

d In1=0 eftersome? =1.

e.Omy=e®sdidra=Iny.
f ed —5
g eldZ _

P& de flesta mer avancerade minirdknare finns vanligtvis knappar for 10-logaritmer
och naturliga logaritmer.




Logaritmlagar

Mellan ar 1617 och 1624 publicerade Henry Biggs en logaritmtabell av alla heltal
upp till 20 000 och ar 1628 utokade Adriaan Vlacq tabellen till alla heltal upp till
100 000. Anledningen till att man la ned s& enormt mycket arbete pa sddana
tabeller &r att man med hjélp av logaritmer kan multiplicera ihop tal bara genom att
addera ihop deras logaritmer (addition gar mycket snabbare att utfora 4n
multiplikation).

Exempel 6

Berikna 35-54 .

Om vi vet att 35 ~ 1015441 och 54 ~ 1017324 (dvs. 1lg35 ~ 1,5441 och
lg 54 ~ 1,7324 ) da kan vi rikna ut att

35.54 ~ 10 1,5441 | 10 1,7324 =10 1,5441+1,7324 =10 3,2765

och vet vi sedan att 10327% ~ 1890 (dvs. 1g1890 =~ 3,2765 ) sa har vi lyckats
berdkna produkten

35-54 = 1890

och detta bara genom att addera ihop exponenterna 1,5441 och 1,7324.

Detta dr ett exempel pa en logaritmlag som siger att
log(ab) =loga + logb
och som foljer av att & ena sidan &r
a-b= 108 1qlogb _ {potenslagarna} = 10 loga + logb
och & andra sidan &r
a-b=10 loglab)

Genom att utnyttja potenslagarna pa detta sitt kan vi fa fram motsvarande
logaritmlagar:

log(ab) = loga + logb,
log % = loga — logb,

b

loga’ =b-loga.

Logaritmlagarna giller oavsett bas.



Exempel 7

a. lgd+1g7=1g(4-7) =1g 28
6
b. lg6—lg3:1g§ =lg2

c. 2-1gh=1g5%* =1g25

d. 1g200 = 1g(2 - 100) = lg2 +1g 100 = g2 + 2

Exempel 8

a. 1g9+1g1000 —1g3 +1g0,001 =1g9+3 —1g3 —3
9
=1g9—-1g3 zlgg =1g3

1 1 1 1

b. ln——i—ln\/E:ln(—-\/E):ln( -\/E>:1n—

e e (Ve)? Ve
:lne’1/2:—%-lne:—%-1:—%

c. log, 36 — £ log, 81 = log,(6 - 6) — 3 log,(9- 9)
—=logy(2-2-3-3) — ;log,(3-3-3-3)
= 10g2(22 : 32) - %1032(34)
= log, 2? + log, 32 — 1 log, 3
= 2log, 2 + 2log, 3 — 1 - 4log, 3
=2-1+2log,3 —2log,3 =2

1
d. lga® —2lga+1g- =3lga —2lga+1ga’
a

=3—-2)lga+(-1)lga=1ga—1ga=0

Byte av bas

Ibland kan det vara bra att kunna uttrycka en logaritm som en logaritm av en annan
bas.

Exempel 9
a. Uttryck 1g5 i naturliga logaritmen.

Per definition dr 1g5 det tal som uppfyller likheten

10%° = 5.




Logaritmera bada led med In (naturliga logaritmen)
In10%° =1n5.

Med hjilp av logaritmlagen Ina® = blna kan viinsterledet skrivas som
lg5-1In10 =1Inb5 och likheten blir

lg5:-In10 =1nb.

Dela nu bada led med In 10 si far vi svaret

In5
lgh = ——  (~0,699, dvs.10°%% ~5).
In10

b. Uttryck 2-logaritmen for 100 i 10-logaritmen lg.
Om vi skriver upp sambandet som definierar log, 100
9logy 100 _ 10
och logaritmerar bada led med 10-logaritmen (Ig) sé far vi att
1g 21°82 190 — 15100

Eftersom lga® = blga si ir 1g2!°821%0 = log, 100 - 1g2 och hogerledet
kan forenklas till 1g 100 = 2 . Detta ger oss likheten

log,100-1g2 = 2.
Division med 1g2 ger slutligen att

2
log, 100 = 0 (=~ 6,64, dvs. 2064~ 100).
g

Den allminna formeln for byte fran en bas a till en bas b kan hérledas pa samma
satt

lo
log,x :ﬁ.
log,a

Vill man byta bas i en potens kan man gora detta med hjélp av logaritmer. Om man
exempelvis vill skriva 25 med basen 10 si skriver man férst om 2 med basen 10,

2 = 10%?
och utnyttjar sedan en av potenslagarna

25 — (lolg 2)5 — 105-lg2 ( ~ 101,505) .

Exempel 10

a. Skriv 10% med basen e.

Forst skriver vi 10 som en potens av e,




10 = ™10

och anvinder sedan potenslagarna

10% = (e]n 10)9: — eac-ln 10 ~ e2,3ac )

b. Skriv e® med basen 10.

Talet e kan vi skriva som e = 10'8¢ och darfor ér

et — (lolge)a =10 alge ~ 10 0,434a .

Ténk pa att:
Du kan behova ldgga ner mycket tid pé logaritmer.

Logaritmer brukar behandlas 6versiktligt i gymnasiet. Dérfor brukar ménga
hogskolestudenter stota pa problem nér det géller att rakna med logaritmer.




Ovningar 3.3

Ovning 3.3:1

Bestim z om
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0,0001

1
10 = 1000 10 = 0,1 =1 — =
a) b) c) 100 00 d) .
Ovning 3.3:2
Berikna
a) 1g0,1 b) lg10000 ¢) 1g0,001 d Igi1
1
e) 102 f) lg10° g 10 801 b lgos
Ovning 3.3:3
Ber#kna
1
a) log,8 b) b%E ¢) log,0,125
1
d) logz (9- 31/3) e) 2lsyt f) log, 4 + log, T6

g) log;12 —logs4 h) log, (a®va)

Ovning 3.3:4
Forenkla
1
a) lgb0—1gh b) 1g23+1g2—3
Ovning 3.3:5
Forenkla
a) Ine®+Ine? b) In8 —In4 —1In2
1
d) lne-—1 ¢) In—
e
Ovning 3.3:6

Anvind minirdknaren till hoger for att berdkna
med tre decimaler (Knappen LN betecknar den
naturliga logaritmen i basen e):

a) logs4
b) lg46
c) logslog, (3'%%)

|
c) lg27/3 +g73

¢) (In1)-e?
f) ( el e) 2
0
A € |
7 8 3
4 5 6
1 2 3

+i- [u]

gl
&9




3.4. Logaritmekvationer

Innehall:

m Logaritmekvationer
= Exponentialekvationer
= Falska rotter.

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

m [6sa ekvationer som innehaller logaritm- eller exponentialuttryck och som
kan reduceras till forsta- eller andragradsekvationer.
» Hantera falska rétter och veta nér de uppstar.

Grundekvationer

Ekvationer dér logaritmer behovs eller dr inblandade férekommer i ménga olika

fall. Forst ges ndgra exempel dér 16sningen ges nistan direkt genom definitionen av

logaritm, dvs.

10°=y & =z=Igy

ef=y & z=Iny

(Vi anvénder oss hér enbart av 10-logaritmer eller naturliga logaritmer.)

Exempel 1
Los ekvationerna

a. 10 =537 har losningen = = 1g537 .

b. 10° =537 geratt 5z = 1g537 , dvs. ¢ = £ 1g537 .

=5  Multiplikation av bada led med e® och division med 5 ger att

CJ"IC»:»(\H | ()

= e, vilket betyder att z =In 3 .
d. lgz =3  Definitionen ger direkt att z = 103 = 1000.

e. 1g(2z —4) =2 Fréan definitionen har vi att 22 — 4 = 102 = 100 och
da foljer att = 52.
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Exempel 2

a. Los ekvationen (v/10)* =25 |

Eftersom /10 = 10'/2 ir vinsterledet lika med
(+/10)* = (10%/2)* = 10%/2 och ekvationen lyder

10°/2 = 25,

Denna grundekvation har 16sningen % =1g25,dvs. z =21g25 .

) 3ln2 1
b. Los ekvationen nz z +1= 3

Multiplicera bada led med 2 och subtrahera sedan 2 fran bada led
3ln2z =—1.

Dividera bada led med 3

In2z = —1.
3

Nu ger definitionen direkt att 2z = e~1/3 , vilket betyder att

:B:2 231/3.

I ménga praktiska tillampningar rérande exponentiell tillvixt eller avtagande dyker
det upp ekvationer av typen

dir a och b &r positiva tal. Dessa ekvationer 16ses enklast genom att ta logaritmen
for bada led

lga® = 1gb

och anvinda logaritmlagen for potenser

z-lga=1Igb
lgd
vilket ger 16sningen = = £° .
lga
Exempel 3
a. Los ekvationen 3* =20 .
Logaritmera bada led
lg3® =1g20.

Vinsterledet kan skrivas som 1g3* = x - 1g3 och da far vi att




~1g20

~ 2,727) .
123 ( )

b. Los ekvationen 5000 - 1,052 = 10000 .

Dividera bada led med 5000

10000
1 z == pumy
05 5000

Denna ekvation 16ser vi genom att logaritmera bada led med Ig och skriva
om vinsterledet som 1g1,05* =z -1g1,05 ,
Ig2
r =
lg1,05

(~14,2).

Exempel 4

a. Los ekvationen 2% -3° =5 .

Vinsterledet kan skrivas om med potenslagarna till 2% - 3 = (2-3)® och
ekvationen blir

6 =5.
Denna ekvation 16ser vi pa vanligt sidtt med logaritmering och far att

Ig5
z =22 (x0,808).
Ig6

b. Los ekvationen 521 = 3%

Logaritmera bada led och anvind logaritmlagen lga’ =b-Iga
(22 +1)1gh =5z -1g3,
2z -1g5 +1gb =5z -1g3.
Samla z iena ledet

lgs =5z -1g3 — 2z -1g5,
lgb =x(5lg3 —21g5).

Losningen &r

. lgh
~ 5lg3—2Ig5’

Nagra mer komplicerade ekvationer



Ekvationer som innehaller exponential- eller logaritmuttryck kan ibland behandlas
som forstagrads- eller andragradsekvationer genom att betrakta "In z" eller "e®"
som obekant.

Exempel 5

6e” 5

Los ekvationen = .
3er +1 ez +2

Multiplicera bada led med 3e® + 1 och e * + 2 for att fa bort nimnarna
6e”(e® +2) =5(3e"+1).

Notera att eftersom e® och e~ ® alltid dr positiva oavsett virdet pd = sé
multiplicerar vi alltsa ekvationen med faktorer 3e® + 1 och e * + 2 som &r
skilda fran noll, sa detta steg riskerar inte att introducera nya (falska) rotter till
ekvationen.

Forenkla bada led
6 +12e® = 15 + 5,

dér vi anvént att e - e® = e *™® = ¢ = 1 . Betraktar vi nu e® som obekant
ar ekvationen visentligen en férstagradsekvation som har 16sningen

En logaritmering ger sedan svaret

1
w:1n§:1n371:—1-1n3:—1n3.

Exempel 6
) 1 1
Los ekvationen — +In— =1.
Inz T
1 ) 1 1 Y 1
Termen In— kan skrivas som ln; =lnz" = —-1:-lnz = —Inz ochdiblir
T
ekvationen

— —Inz=1,
Inz ne

ddr vi kan betrakta In z som en ny obekant. Multiplicerar vi bada led med Inz
(som ér skild fran noll ndr # # 1) far vi en andragradsekvation i Inz

1-(lnz)’=Inez,
(Inz)>+Inz—-1=0.

Kvadratkomplettering av vénsterledet




(nz)’+nz—-1 = (nz+ %)2

|
N[ e N
D=
~—
%)
|
—

foljt av rotutdragning ger att

ol

+

N =

Inz =—

Detta betyder att ekvationen har tva 16sningar

=YD/ ooh = e (HVE)2

Falska rotter

Nér man 16ser ekvationer géller det ocksa att tdnka pa att argument till logaritmer
maste vara positiva och att uttryck av typen e(~) bara kan anta positiva virden.
Risken dr annars att man far med falska rotter.

Exempel 7

Los ekvationen In(4z? — 2z) = In(1 — 2z) .

For att ekvationen ska vara uppfylld maste argumenten 4z — 2z och 1 — 2z
vara lika,

42 — 2z =1 - 22, (%)

och dessutom positiva. Vi loser ekvationen () genom att flytta 6ver alla termer
i ena ledet

4z —1=0

och anvinder rotutdragning. Detta ger att

_1
och T=3.

B[

x=—
Vi kontrollerar nu om bada led i (*) 4r positiva

» Om g = —1 blir bida led lika med

4 —22=1-2z=1-2-(—3)=1+1=2>0
» Om z = ; blir bada led lika med

4z —2x=1-2z=1-2-1=1-1=0%#0

Alltsa har logaritmekvationen bara en 16sning = = —% .

Exempel 8




2 @

" . 1
Los ekvationen € e’ =3.
Den forsta termen kan vi skriva som e?* = (e®)?. Hela ekvationen r alltsé en

andragradsekvation med e® som obekant

(-3~ () =1
-1 =1
vilket ger 16sningarna
1 V3 1 3
t—E——2 och t—§+—2

Eftersom /3 > 1 sd ér % — %\/§< 0 ochdet érbara t = % + %\/g som ger
en 16sning till den ursprungliga ekvationen eftersom e® alltid &r positiv.

Logaritmering ger slutligen att

ar den enda l6sningen till ekvationen.

Ténk pa att:
Du kan behova lagga ner mycket tid pa logaritmer.

Logaritmer brukar behandlas 6versiktligt i gymnasiet. Déarfor brukar manga
hogskolestudenter stdta pa problem nér det géller att rikna med logaritmer.
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Ovningar 3.4

Ovning 3.4:1

Los ekvationerna

a) e* =13 b) 13e*=2-37° c) 3e*=7T-2°
Ovning 3.4:2

Los ekvationerna

a) ge?-2 _ 1 b) ¥ fe" =4 ) 3er’ =2°
Ovning 3.4:3

L3s ekvationerna

a) 9% _ 9.2 b) In(z?+ 3z) = In (322 — 2z)
¢) Inz+In(z+4)=In(2z+ 3)



4.1. Vinklar och cirklar

Innehall:

m Olika vinkelmaétt (grader, radianer och varv)
m Pythagoras sats

» Avstandsformeln i planet

= Cirkelns ekvation

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha léart dig att:

= Omvandla mellan grader, radianer och varv.

» Berikna arean och omkretsen av cirkelsektorer.

» Kinna till begreppen katet, hypotenusa och rétvinklig triangel.

» Formulera och anvinda Pythagoras sats.

» Berikna avstdndet mellan tva punkter i planet.

m Skissera cirklar med hjélp av att kvadratkomplettera deras ekvationer.

» Kiénna till begreppen enhetscirkel, tangent, radie, diameter, periferi, korda
och cirkelbage.

m Losa geometriska problem som innehaller cirklar.

Teori

Vinkelmatt

Det finns flera olika enheter for att méta vinklar, som ar praktiska i olika

sammanhang. De tvé vanligaste vinkelmétten i matematiken 4r grader och radianer.

m Grader. Om ett helt varv delas in i 360 delar, sa kallas varje del 1 grad.
Beteckningen for grader dr °.

= Radianer. Ett annat sitt att médta vinklar dr att anvinda ldngden av vinkelns
cirkelbage i forhéllande till radien som matt pa vinkeln. Detta vinkelmatt
kallas for radian. Ett varv &r alltsd 27 radianer eftersom cirkelns omkrets ar
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27r , didr r dr cirkelns radie.

Ett helt varv dr 360° eller 27 radianer och det gor att

1
1° = 360 27 radianer = FZFO radianer,
1 180°
1 radian = — - 360° = .
27 e

Dessa omvandlingsfaktorer kan anvéndas for att konvertera mellan grader och
radianer.

Exempel 1

a. 30°=30-1°=30 17:0 radianer = % radianer

m 180°

- (1 radian) = 5 = 22,5°

|3

s .
b. — radianer =
8 T

I en del sammanhang kan det vara meningsfullt att tala om negativa vinklar eller
vinklar som é&r storre &n 360°. D4 kan man anvinda att man kan ange samma
riktning med flera olika vinklar som skiljer sig fran varandra med ett helt antal

varv.

=

-\\U'l

45“ —31

/’
N

v

In
o
on
P -

v

[

Exempel 2
a. Vinklarna — 55° och 665° anger samma riktning eftersom

—55° 4+ 2-360° = 665° .

3
b. Vinklarna —;T och U anger samma riktning eftersom

3 5 117
— -2 = .
7 7




c. Vinklarna 36° och 216° anger inte samma riktning utan motsatta
riktningar eftersom

36° + 180° = 216°.

Avstandsformeln

Pythagoras sats dr en av de mest kénda satserna i matematiken och séger att i en
ratvinklig triangel med kateter a och b, och hypotenusa ¢ giller att

Pythagoras sats:
A =a+0. i b
a
Exempel 3
I triangeln till hoger &r
F=3"+4"=9+16=25 c 3

och darfor &r hypotenusan ¢ lika med

c=vV25=5.

Pythagoras sats kan anvindas for att berdkna avstandet mellan tva punkter i ett
koordinatsystem.

Avstandsformeln:

Avstandet d mellan tva punkter med koordinater (z,y) och (a,b) dr

d=/(z-a) + (y-b)>.

Linjestycket mellan punkterna &r hypotenusan i en rétvinklig triangel vars kateter
dr parallella med koordinataxlarna.



Kateternas ldngd dr lika med beloppet av skillnaden i x- och y-led mellan
punkterna, dvs. |z — a| respektive |y — b|. Pythagoras sats ger sedan
avstandsformeln.

Exempel 4

a. Avstandet mellan (1,2) och (3,1) &r

d:\/(1—3)2+(2—1)2:\/(—2)2+12:\/mzx/5.

b. Avstindet mellan (—1,0) och (—2,—5) ar

d=/(-1- (-2))+ (0 (-5)) = VI 1 52 = /11 25 = v/26.

Cirklar

En cirkel bestar av alla punkter som befinner sig pa ett visst fixt avstdnd = fran en
punkt (a,b).

Avstéandet » kallas for cirkelns radie och punkten (a,b) for cirkelns medelpunkt.
Figuren nedan visar andra viktiga cirkelbegrepp.



periferi

i
tangent

diameter

ku‘l'd_;._h e o

sekant "
=

cirkelbdge

Exempel 5
En cirkelsektor 4r given i figuren till hoger.

a. Bestdm cirkelbagens langd.

2

Medelpunktsvinkeln 50° blir i radianer

. 5 :
50° =50-1° =50 17:0 radianer :TZ radianer.
Pé det sétt som radianer dr definierat betyder detta att

cirkelbagens ldngd dr radien multiplicerat med vinkeln
miitt 1 radianer,

3-E le. :ﬁ le.
18 6

b. Bestidm cirkelsektorns area.

Cirkelsektorns andel av hela cirkeln dr

50° 5

360° 36

och det betyder att dess area dr 35—6 delar av cirkelns area som dr
7r? = 3% = 9, dvs.

T
— .97 ae. =— a.e.
4

En punkt (z,y) ligger pa cirkeln som har medelpunkti (a,b) och radie » om dess
avstand till medelpunkten ar lika med ». Detta villkor kan formuleras med
avstandsformeln som




Cirkelns ekvation:

(z—a)® + (y-b)* =r*.

y)

Exempel 6

a. (z—-1)2+(y—2)?%=9 dr
ekvationen for en cirkel med
medelpunkti (1,2) och radie

V9=3.

b. w2+(y—1)2:1 kan
skrivas som
(z—0)2+(y—1)2=1 och

ar ekvationen for en cirkel med

medelpunkti (0,1) och radie

Vi=1.

c. (z+1)2+(y—3)2=5 kan ',T
skrivas som -
(2—(-1))*+(y—3)* =5 och
ar ekvationen for en cirkel med
medelpunkt i (—1,3) och radie
V5~ 2,236 . - X
Exempel 7
a. Ligger punkten (1,2) pé cirkeln (z —4)% + 42 =13 ?

Stoppar vi in punktens koordinater = 1 och y = 2 i cirkelns ekvation




har vi att

VL =(1-4)2+22 =

=(-3)2+22=9+4=13= HL.

Eftersom punkten uppfyller cirkelns ekvation ligger punken pé cirkeln.

b. Bestidm ekvationen for cirkeln som har medelpunkt i (3,4) och innehéller
punkten (1,0).

Eftersom punkten (1,0) ska ligga pa cirkeln maste cirkelns radie vara

lika med avstandet fran (1, 0) till medelpunkten (3,4). Avstandsformeln
ger att detta avstand ar

c=4/B-1)2 + (40 = Va1 16 = V20.

Cirkelns ekvation ar dirfor

(z—3)%+(y—4)*=20.

¥
'S

®(34)

(1,00

Exempel 8

Bestdm medelpunkt och radie for den cirkel vars ekvation &r
22+ Yy’ 2z +4y+1=0 .




Vi ska forsoka skriva om cirkelns ekvation pa formen
(e-a)" + (30" =
for da kan vi direkt avlidsa att medelpunken 4r (a,b) och radien &r r.

Borja med att kvadratkomplettera termerna som innehéller z i vénsterledet

22— 24y +dy+1=(x—1)22-124+¢> +4y+1

(de understrukna termerna visar kvadratkompletteringen).
Kvadratkomplettera sedan termerna som innehaller y
(-1 -1+ +4y+1=(z-1)* -1+ (y+2)? - 22 +1.
Vinsterledet dr alltsé lika med
(z—1)"+(y+2)" -4
och flyttar vi 6ver 4 till hogerledet dr cirkelns ekvation
(-1 + (y+2)*=4.

Vi avléser att medelpunkten ar (1, —2) och radien ar /4 = 2 .




Ovningar 4.1

Ovning 4.1:1

Skriv i grader och radianer

1 3
a) 1 varv b) 3 varv
2 97
c) — 3 varv d) 13 VAV
Ovning 4.1:2

Omvandla till radianer

a) 45° b) 135° c) —63° d) 270°

Ovning 4.1:3

Bestdm ldangden av sidan som ar markerad med

13 17

30

Ovning 4.1:4

a) Bestdm avstindet mellan punkterna (1,1) och (5,4).
b) Bestim avstdndet mellan punkterna (-2,5) och (3,-1).
Hitta den punkt p& x-axeln som ligger lika ldngt fran punkterna (3,3) och

RENCERN
Ovning 4.1:5

a) Bestdm ekvationen for en cirkel med medelpunkt i (1,2) och radie 2.

b) Bestdm ekvationen for den cirkel som har medelpunkt i (2,-1) och
innehaller punkten (-1,1).

Ovning 4.1:6
Skissera foljande cirklar

a) z2+y*=9 b) (z—1)>%+(y—2)2=3
) Bz—12+By+7)?2=10



Ovning 4.1:7

Skissera f6ljande cirklar

a) z?+2zx+yt-2y=1 b) 22 +y +4y=0
) z2—-2z+y*+6y=-3 d) 22 -2z+9y®+2y= -2
Ovning 4.1:8

Hur ménga varv snurrar ett hjul med radie 50 cm nér det rullar 10m?

Ovning 4.1:9

Pé en klocka &r sekundvisaren 8 cm lang. Hur stor area sveper den 6ver pa 10
sekunder?

Ovning 4.1:10

En 5,4 m lang tvittlina hénger mellan tva vertikala trdd pé 4,8 m avstind fran
varandra. Linans ena dnde &r fast 0,6 m hogre dn den andra dnden, och 1,2 m
fran tradet dér linan har sin ldgre infastning hénger en kavaj pé en galge. Bestdm
hur mycket under den nedre inféstningspunkten som galgen hinger (dvs.
avstandet x i figuren).




4.2. Trigonometriska funktioner

Innehall:

m De trigonometriska funktionerna cosinus, sinus och tangens.

Lirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

» Kiénna till begreppen spetsig, trubbig och rit vinkel.

» Forstd definitionen av cosinus, sinus och tangens i enhetscirkeln.

» Utantill kunna vérdena pé cosinus, sinus och tangens for standardvinklarna
0, 7/6 , m/4, m/3 och 7/2.

» Bestdimma virdena pa cosinus, sinus och tangens for argument som kan
reduceras till standardvinklarna i ndgon kvadrant av enhetscirkeln.

m Skissera graferna till cosinus, sinus och tangens.

» Losa trigonometriska problem som involverar ritvinkliga trianglar.

Teori

Trigonometri i ritvinkliga trianglar

I den rétvinkliga triangeln nedan kallas kvoten mellan den motstdende kateten a
och den nirliggande kateten b for tangens av vinkeln u och betecknas tanwu .

a a
tanu = —
b

a

Virdet pa kvoten £ &r inte beroende av storleken pa triangeln utan bara pa vinkeln

b
u . For olika vérden pa vinkeln kan man fi fram motsvarande tangensvirde

antingen i en trigonometrisk tabell eller genom att anvanda en minirdknare
(knappen heter ofta tan).

Exempel 1

101



40°
Hur hog ér flaggstangen? om

Flaggstangen och dess skugga bildar tillsammans en ritvinklig triangel dér den
vertikala kateten dr okénd (markerad med x nedan).

< a0

5m

o x
Fran definitionen av tangens har vi att tan40” = Em

och eftersom tan40° ~ 0,84 sidr x =5m-tan40° ~5m-0,84 =4,2m.

Exempel 2

Bestidm ldngden av sidan markerad med i figuren.

Om vi kallar vinkeln ldngst till vinster for w sa finns det tva sitt att stélla upp
ett uttryck for tanu .

A B ¢ i
anu = —
40

40

T
tanu = —

Satter vi de tva uttrycken for tanw lika fas

22_3:

40 60
22

ilket ttx=60.-— = .
vilket ger att = 60 0 33




Det finns tva andra kvoter i rdtvinkliga trianglar som har speciella namn och det ar
cosu = b/c ("cosinus av u") och sinu = a/c ("sinus av u").

CosUu =

sinu =

=]

ol olo

Precis som for tangens &r kvoterna som definierar cosinus och sinus inte beroende
av triangelns storlek utan bara pa vinkeln u.

Exempel 3
a. I triangeln till vénster &r

cosu =

sin u

™ . (%]
=)
I
[SA[SCRG NN

b. Definitionen av sinus ger att

T

5

sin 38° =

./

och vet vi att sin38° ~ 0,616 s& far vi att

2 =5-5in38 ~5-0,616 ~ 3,1.

c. \ Cosinus ir kvoten mellan den nérliggande kateten och
' hypotenusan
. ll cos 34° = 3 .
x
Alltsa ar
3
x = .
cos 34°

Exempel 4

Bestdm sinu i triangeln

1/2

Med hjélp av Pythagoras sats kan kateten till hoger bestdimmas




och dirfor dr sinu =

V3/2 3
1 T2

Néagra standardvinklar

For vissa vinklar 30°, 45° och 60° gér det relativt enkelt att rikna ut exakta viarden
pa de trigonometriska funktionerna.

Exempel 5

Vi utgér fran en kvadrat med sidldngd 1. En diagonal i kvadraten delar de réta
vinklarna i motsatta horn i tvé lika delar 45°.

1
Med Pythagoras sats kan vi bestdmma diagonalens ldngd z,
22=12+12 o z=+124+12=42.

I triangeln som har diagonalen som hypotenusa far vi fram vérdet pa de
trigonometriska funktionerna for vinkeln 45°.

cos 45° = —1
V2
--’2 : sin45° — L
V2
o 1
tan4b® = = = 1
1

Exempel 6

Betrakta en liksidig triangel dar alla sidor har ldngd 1. Vinklarna i triangeln &r
alla 60°. Triangeln kan delas upp i tva halvor av linjen som delar toppvinkeln
mitt itu.




Pythagoras sats ger att den vertikala sidan av en triangelhalva ir z = /3 /2.

Fréan en triangelhalva far vi att

!
,uf:
i
f'f.]ﬂ cos 30° :@ — ﬁ . cos 60° =
) f,r" 1 2’
,f’; j sin 30° = 1—/2 = 1 ; sin 60° =
/ 1 2
£
BT o 1/2
/ tan 30" = 2z _1 tan 60° =

1/2

V32 _ V3
1

N =

2
V32 _ g
1/2

Trigonometriska funktioner for allménna vinklar

For vinklar som dr mindre &n 0° eller storre &n 90° definieras de trigonometriska
funktionerna med hjilp av enhetscirkeln (cirkeln som har medelpunkt i origo och

radie 1).

respektive y-koordinaterna for skidrningspunkten mellan
enhetscirkeln och det radiella linjesegmentet som bildar
vinkeln « med den positiva x-axeln.

w Y

De trigonometriska funktionerna cosw och sinw &r x- fos 1, sin u)

Tangensfunktionen definieras som

sin u

tanu =
cosu

och tangensvirdet kan tolkas som riktningskoefficienten for det radiella

linjesegmentet.




Exempel 7

Fran figurerna nedan avldser vi vérdena pé cosinus och sinus.

a. , cos 104° ~ —0,24

(-0,24;0,87)

sin 104° ~ 0,97

0,97
Cr——— ~ —4
tan 104 0,24 ,0
b. . cos 201° ~ —0,93

sin 201° ~ —0,36

—0,36
tan201° ~—— ~ 0,4
(-0.93:-0,36) an —0,93 ’

Exempel 8
Vilket tecken har

a. cos 209°

Eftersom vinkeln 209° kan skrivas som

209° = 180° + 29° sa svarar vinkeln mot en
punkt pa enhetscirkeln som ligger i den tredje
kvadranten. Den punkten har en negativ
x-koordinat, vilket betyder att cos 209° &r negativ.

b. sin133°

Vinkeln 133° é&r lika med 90° + 43° och ger en
punkt pa enhetscirkeln som ligger i den andra
kvadranten. I den kvadranten har punkter positiv
y-koordinat och darfor dr sin 133° positiv.

c. tan(—40°)

Ritas vinkeln — 40° in i enhetscirkeln fas en
vinkellinje som har en negativ
riktningskoefficient, dvs. tan(—40°) &r
negativ.

Yo

= y=5in 143

X

riktnings-




Exempel 9
2
Bestim sin—; .

P 2r _ 4m _ 3mim _
Omskrivningen % = F == =7+ %
visar att vinkeln 27/3 hamnar i enhetscirkelns andra kvadrant och bildar
vinkeln 7/6 med den positiva y-axeln. Om vi ritar in en hjilptriangel som i
figuren nedan till hoger sé ser vi att 27/3 -punkten pa enhetscirkeln har en

y-koordinat som &r lika med den nérliggande kateten cos g =3 3/2 . Alltsa ar

De trigonometriska funktionernas grafer

I forra avsnittet anvidnde vi enhetscirkeln for att definiera cosinus och sinus for
godtyckliga vinklar och vi kommer anvinda enhetscirkeln ofta framover for att
t.ex. hirleda trigonometriska samband och 16sa trigonometriska ekvationer. Det
finns dock vissa egenskaper hos de trigonometriska funktionerna som béttre
illustreras genom att rita upp deras funktionsgrafer.

b sin x
1

360 -270 -180 -90 0 18Q 270 AG0 450 54Q 630 JR0 (grader)
-2 - T a2 3w 4 (radianer)

-1

R COS X

-360 —2’&—180 0 ad 180 70 350 4%\ 0§30 720 (grader)
-2 -7 4 (radiaer)
-1
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I graferna kan vi observera flera saker kanske tydligare 4n i enhetscirkeln.

m Kurvorna for cosinus och sinus upprepar sig efter en vinkelidndring pa 27,
dvs. det giller att cos(z + 2m) = cosz och sin(z + 27) = sinz . I
enhetscirkeln motsvarar 27 ett varv och efter ett helt varv aterkommer
vinklar till samma ldge pé enhetscirkeln och har darfér samma koordinater.

m Kurvan for tangens upprepar sig redan efter en vinkeldndring pa , dvs.
tan(z + w) = tanz . Tva vinklar som skiljer sig 4t med 7 ligger pa samma
linje genom origo i enhetscirkeln och deras vinkellinjer har darfor samma
riktningskoefficient.

» Forutom en fasforskjutning pa /2 dr kurvorna for cosinus och sinus
identiska, dvs. cosz = sin(z + 7/2) ; mer om detta i nista kapitel.

Graferna kan ocksé vara viktiga nér man undersoker trigonometriska ekvationer.
Med en enkel skiss kan man ofta fa en uppfattning om hur ménga l16sningar en
ekvation har, och var 16sningarna finns.

Exempel 10
Hur manga 16sningar har ekvationen cosz = x? ? (dir & mits i radianer)
Genom att rita upp graferna y = cosz och y = z? ser vi att kurvorna skir

varandra i tva punkter. Det finns alltsa tva x-virden for vilka motsvarande
y-vidrden &r lika. Med andra ord har ekvationen tva 16sningar.

'y }":X'z
y=cosx
N O
N L RS

Ténk pa att:

Har du lést trigonometri, s& ska du inte vara rddd for att anvénda den i
geometriska problem. Det ger ofta en enklare 16sning.

Du kan behova ldgga ner mycket tid pa att férstd hur man anvénder
enhetscirkeln for att definiera de trigonometriska funktionerna.

Ta for vana att rikna med exakta trigonometriska virden. Det ger en bra traning
pa brakrdkning och s smaningom i rdkning med algebraiska rationella uttryck.
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Ovningar 4.2

Ovning 4.2:1

Bestdm langden av sidan som dr markerad med @ uttryckt med hjélp av de
trigonometriska funktionerna.

a) b)
X
27" 32°
13 X
c) d) *
) al 20°
16

€) f) X

) 11 s0°

< [ o

Ovning 4.2:2

Bestédm en trigonometrisk ekvation som vinkeln v uppfyller.

a) b)
2 W
110
v
5
70
5
v s 5
3
¥
7

d)

60"




Ovning 4.2:3

Bestim
. T
a) sin (—5) b) cos2w c) sin97w
7 T
d) cos—z7T e) sin3—;r f) cos <_E>
Ovning 4.2:4
Bestdm
11 11 3
a) cos—67r b) cos—37r c) 1:an—47r
7 5
d) tan e) tan—ﬂ- f) tan <__>
6 3
Ovning 4.2:5
Bestdm
a) cos135° b) tan225° ¢) cos330° d) tan495°
Ovning 4.2:6

Bestim langden av sidan som 4r markerad med .

Ovning 4.2:7

For att méta upp bredden av en dlv méter vi fran tva punkter A och B lidngs den
ena raka stranden vinkeln till ett trdd C pa motsatt sida dlven. Hur bred &r dlven
om maétten i figuren géller?



OBS:
Bilden ir ej
skalenlig!

Ovning 4.2:8

En stang med ldngd £ &r upphédngd i tva linor med ldngd a resp. b enligt
figuren. Linorna bildar vinklar a resp. 8 med vertikalen. Bestim en
trigonometrisk ekvation for vinkeln v som stdngen bildar med vertikalen.

Ovning 4.2:9

Bilvigen frén A till B bestar av tre ritlinjiga delar AP, PQ och OB, vilka dr 4,0
km, 12,0 km respektive 5,0 km. De i figuren markerade vinklarna vid P och Q &r
30° respektive 90°. Berdkna avstindet fagelvigen fran A till B. (Uppgiften &r
himtad ur Centrala provet i matematik, november 1976, men aningen
modifierad.)

A e
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4.3. Trigonometriska samband

Innehall:

» Trigonometriska ettan
m Formeln for dubbla och halva vinkeln
= Additions- och subtraktionsformlerna

Léarandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lért dig att:

» Hirleda trigonometriska samband fran symmetrier i enhetscirkeln.
» Forenkla trigonometriska uttryck med hjélp av de trigonometriska
sambanden.

Teori

Det finns en méngd trigonometriska samband, med vilka man kan 6versitta mellan
sinus-, cosinus- och tangensvérden for en vinkel eller multiplar av en vinkel. Dessa
brukar ocksa kallas trigonometriska identiteter, eftersom de endast dr olika sétt att
beskriva ett och samma uttryck med hjilp av olika trigonometriska funktioner. Har
kommer vi att beskriva nagra av dessa trigonometriska samband. Det finns manga
fler &n vi kan behandla hér. De flesta kan hérledas utifran den s k trigonometriska
ettan och additionsformlerna (se nedan), vilka dr viktiga att kunna utantill.

Trigonometriska ettan y

Detta samband 4r det mest grundldggande, —
men &r i sjdlva verket ingenting annat dn ’

Pythagoras sats, tillimpad i enhetscirkeln. /
Den rétvinkliga triangeln till hoger visar att

(sinv)? + (cosv)® =1,

vilket brukar skrivas sin?v + cos?v =1 . \ g




Symmetrier

Med hjilp av enhetscirkeln och spegling kan man tack vare de trigonometriska
funktionernas symmetrier hitta en stor mdngd samband mellan cosinus och sinus.

cos(—v) = cosv
sin(—v) = —sinwv
= —cosv

cos(m — v)

sin(m — v) = sinv

(3-0) ==
cos|— —v) =sinv
2
in(3 )
sinf— —v) = cosv
2
™ .
cos(v—i—E) = —slnv
T
sm(v—l—E) = COs v

Istdllet for att forsoka ldra sig alla dessa samband utantill kan det vara béttre att ldra

sig hirleda dem i enhetscirkeln.

Spegling i x-axeln

=

Spegling i y-axeln

Nir en vinkel v speglas i x-axeln
blirden —v.

Speglingen péaverkar inte
x-koordinaten medan y-koordinaten
byter tecken

cos(—v) = cosv,

sin(—v) = —sinwv.

Vid spegling i y-axeln dndras
vinkeln v till # — v (spegelbilden
bildar vinkeln v mot den negativa
x-axeln).

Speglingen péverkar inte
y-koordinaten medan x-koordinaten
byter tecken

cos(m —v) = —cosv,

sin(m —v) =sinv.



Spegling i linjen y =x

Vinkeln v #ndras till vinkeln
/2 — v (spegelbilden bildar

il / \\ vinkeln v mot den positiva
éz_\;" A ¥ y-axeln).
/ Y 4 T\
||I ;;‘;ri'}lf\f—; Tll .
| — : .
I".. ,f'l Speglingen gor att x- och
N \y-' y-koordinaterna byter plats
— __.-f"/ cos <z — v) =sinv.
2
i <7r ) cos v
smy{— — v = .
2

Vridning med vinkeln 7/2

En vridning 7/2 av vinkeln v
gulin betyder att vinkeln blir v + 7/2.

i .
I"' s fTJ_G,---""# \TI 1 Vridningen gor att
l I x-koordinaten blir ny
\ ; y-koordinat och y-koordinaten
blir ny x-koordinat fast med

N )
A t / omvént tecken

™ .
cos(v —1—5) = —snv,

. by
sm(v + 5) = Ccosv.

Alternativt kan man fa fram dessa samband genom att spegla och/eller forskjuta
graferna. Om man exempelvis vill ha ett samband dir cosv uttrycks med hjélp av
sinus sa kan man f6rskjuta grafen for cosinus sa att den passar med sinuskurvan.
Detta kan goras pa flera olika sdtt, men mest naturligt faller det sig att skriva
cosv = sin(v + 7/2) . For att undvika misstag kan man kontrollera att det

stimmer for nagra olika virden pa v .

s—
b

COs X

SN/
e

/1

R
ZN\_

Kontroll: cos0 = sin(0 + 7/2) =0 .



Additions- och subtraktionsformlerna och formler
for dubbla vinkeln

Ofta behdver man behandla uttryck dér tva eller flera vinklar dr inblandade, t.ex.
sin(u + v) . Man behgver dé de s.k. additionsformlerna. For sinus och cosinus har
formlerna utseendet

sin(u + v) = sinu cosv + cosu sinv,
sin(u—v) = sinu cosv—coswu sinv,
cos(u + v) = cosu cosv—sinu sinv,

cos(u—v) = cosu cosv +sinu sinv.

Om man vill veta sinus eller cosinus for dubbla vinkeln, dvs sin 2v eller cos2v ,
s& kan man skriva uttrycken som sin(v + v) eller cos(v + v) och anvinda
additionsformlerna ovan och fa

sin2v = 2sinvcosv,

cos 2v = cos’v—sin’v .

Ur dessa samband kan vi sedan fa fram formler for halva vinkeln. Genom att byta
ut 2v mot v, och foljdaktligen v mot v/2, i formeln for cos2v far vi att

2V . 2V
COSV = cos”“——sin“— .
2 2

Vill vi ha en formel for sin(v/2) si anviinder vi dérefter den trigonometriska ettan
for att bli av med cos?(v/2)

. 90 . 90 . 90
cosv = 1-sin’?— —sin? = = 1-2sin%—
2 2 2

dvs.

. 9v 1l-coswv
sin~ =
2 2

P& motsvarande sétt kan vi med den trigonometriska ettan gora oss av med
sin?(v/2) . Da fér vi istillet

v 1+4cosv
Cos" - =—F—
2 2




Ténk pa att:

Enhetscirkeln dr ett ovirderligt hjdlpmedel for att hitta trigonometriska
samband. Sadana finns det gott om och det &r ingen idé att forsoka ldra sig alla
utantill. Det 4dr ocksa tidsédande att behdva sla upp och leta fram dem hela tiden.
Darfor ar det mycket béttre att du 1ar dig anvidnda enhetscirkeln.

Den allra mest kénda trigonometriska formeln &r den s k trigonometriska ettan.
Den giller for alla vinklar, inte bara f6r spetsiga. Den hdnger ihop med
Pythagoras sats.
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Ovningar 4.3

Ovning 4.3:1
Bestédm de vinklar v mellan g och 27 som uppfyller

m . . T 2r
a) Cosv = cosE b) sinv = sm? c) tanv = tan—7

Ovning 4.3:2

Bestdm de vinklar v mellan 0 och 7w som uppfyller

a) cosv = cos 22 b) cosv = cosﬁ
2 5
Ovning 4.3:3
0 m .
Antag att — 2 <v< 2 och att sinv = a. Uttryck med hjélp av a
a) sin(—v) b) sin (7w —v)
0
C) cosv d) sin (5 — v)
™ . (T
e) CcoSs (E + 'v) f) sin (§ + v)
Ovning 4.3:4

Antag att 0 < v < m ochatt cosv = b. Uttryck med hjélp av b

a) sin?wv b) sinv
c) sin2v d) cos2v
. ™ iy
e) sin ('v—i—Z) f) cos ('v —§>
Ovning 4.3:5

o . . . 5
For en spetsig vinkel v 1 en triangel giller att sinv = — . Bestdm cosv och

tanv .
Ovning 4.3:6
a) . : 3 3
Bestdim sinv och tanv om cosv = 1 och ) <v<2rm.
3 . .
b) Bestim cosv och tanv om sinv =— och v ligger i den andra

10
kvadranten.

. 3
©) Bestdim sinv och cosv om tanv =3 och m <wv §—2 .



Ovning 4.3:7

Bestim sin (z +y) om

2 1
a) sinz = 3 siny = 3 och z, y &r vinklar i férsta kvadranten.
2 3 . .
b) cosz = 5 cosy = E och z, y &r vinklar i férsta kvadranten.
Ovning 4.3:8

Visa f6ljande trigonometriska samband

2

9 sin“ v
a) tan‘v=-—"—
1 —sin2v
Ccos v
b) —tanv = ——
CcOos v 1+ sinv
u sinu
c) tan— =———
2 1+ cosu
cos(u +v
d) # =1-—tanutanv
COS U COS V
Ovning 4.3:9

Visa "Feynmans likhet"

cos 20° - cos 40° - cos 80° = 18 .

(Ledtrad: Anvind formeln for dubbla vinkeln pa sin 160° .)



4.4. Trigonometriska ekvationer

Innehall:

» Trigonometriska grundekvationer
» Enklare trigonometriska ekvationer

Léirandemal:
Efter detta avsnitt ska du ha lart dig att:

m [osa trigonometriska grundekvationer.
» [osa trigonometriska ekvationer som kan aterforas till ovanstaende
ekvationstyp.

Teori

Grundekvationer

Trigonometriska ekvationer kan vara mycket komplicerade, men det finns ocksa
manga typer av trigonometriska ekvationer som man kan 16sa med ganska enkla
metoder. Har skall vi borja med att titta p&4 de mest grundldggande trigonometriska
ekvationerna, av typerna sinz =a, cosz =a och tanz =a .

Dessa ekvationer har odndligt manga 16sningar, sdvida inte omstdndigheterna
begriansar antalet mojliga 16sningar (t ex att man soker en spetsig vinkel).

Exempel 1
) . : 1
Los ekvationen sinx = 5 .

Var uppgift 4r att bestimma alla vinklar som gor att sinus av vinkeln blir % . Vi

tar hjdlp av enhetscirkeln. Notera att vinkeln hér kallas = .

I figuren har vi angivit de tva riktningar som ger punkter med y-koordinat % i
enhetscirkeln, dvs. vinklar med sinusvirdet % . Den forsta dr standardvinkeln
30° = w/6 och av symmetriskél bildar den andra vinkeln 30° mot den
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negativa x-axeln, vilket gor att den vinkeln dr 180°-30° = 150° eller i radianer
7-m/6 = 57/6 . Detta ir de enda lsningar till ekvationen sinz = ; mellan
0 och 27.

Vi kan dock liagga till ett godtyckligt antal varv till dessa tva vinklar och

fortfarande fa samma sinusvirde. Alla vinklar med sinusvirde % ar alltsa

a::z—l—Zmr

56
m:—ﬂ-—i—2n7r

6

dér n &r ett godtyckligt heltal. Detta kallas for den fullsténdiga 16sningen till
ekvationen.

Losningarna syns ocksa i figuren nedan dar grafen till y = sinz skér linjen
1
Yy=35.

y=sinx

l.
y=05
| *
-360 =270 | -1B -40 | ol 18 270 60 450 54 630 '.?CI- {grader)
=30
x= |50
'l.

Exempel 2

D=

Los ekvationen cosx =

Vi tar aterigen hjilp av enhetscirkeln.

Vi vet att cosinus blir % for vinkeln 7/3. Den enda andra riktning i
enhetscirkeln som ger samma virde pé cosinus har vinkeln — 7r/3 . Léagger vi
till ett helt antal varv till dessa vinklar far vi den fullstindiga 16sningen

r==mw/3+n 27,

dir n &r ett godtyckligt heltal.




Exempel 3
Los ekvationen tanz = /3 |

En 16sning till ekvationen dr standardvinkeln # = 7/3.

Om vi betraktar enhetscirkeln sé dr tangens av en vinkel lika med
riktningskoefficienten foér den réta linje genom origo som bildar vinkeln & med
den positiva x-axeln.

lutming =3 lutning =3

Dirfor ser vi att I6sningarna till tanz = V3 upprepar sig varje halvt varv m/3,

w/3 +m, m/3 + m + 7 osv. Den fullstédndiga l6sningen kan vi ddrmed fé fram

genom att utgd fran losningen /3 och lidgga till eller dra ifrdn multiplar av =,
z=m/3+n-m, dir n ir ett godtyckligt heltal.

Nagra mer komplicerade ekvationer

Trigonometriska ekvationer kan se ut pd méanga olika sitt, och det d4r omdojligt att
hir ge en fullstindig genomgéng av alla tdnkbara ekvationer. Men 14t oss studera
nagra exempel, dér vi kan ha nytta av att vi kan 16sa grundekvationerna.

Vissa trigonometriska ekvationer kan forenklas genom att de skrivs om med hjéilp
av trigonometriska samband. Detta kan t ex leda till en andragradsekvation, som i
nedanstidende exempel dir man anvinder att cos 2z = 2 cos’z-1 |

Exempel 4

Los ekvationen cos2z—4cosz+3 =0 .

Omskrivning med hjilp av formeln cos2z = 2cos’z—1 ger
(2cos’z—1)-4cosz +3 =0,
vilket kan forenklas till ekvationen (efter division med 2)
cos’z —2cosz+1=0.
Vinsterledet kan faktoriseras med kvadreringsregeln till
(cosz — 1) =0.

Denna ekvation kan bara vara uppfylld om cosz = 1 . Grundekvationen
cosz = 1 kan vi l6sa pa det vanliga sittet och den fullstdndiga 16sningen &r

z =2nw (n godtyckligt heltal).




Exempel 5

. . 1 .
Los ekvationen 3 sinz + 1-cos’z =0 .

Enligt den trigonometriska ettan &r sin’z + cos?z = 1 , dvs. 1-cos’z = sin’z
. Ekvationen kan alltsé skrivas

%sinm +sin®z =0.

Genom att nu bryta ut en faktor sinz far vi
sinz - (% —I—Sin:c) =0.

Fran denna faktoriserade form av ekvationen ser vi att Isningarna antingen
maste uppfylla sinz = 0 eller sinz = —% , vilka dr tva vanliga
grundekvationer pa formen sinz = a och kan 16sas som i exempel 1.
Losningarna blir till slut

T =nm

z=—-7m/6+ 2nm (n godtyckligt heltal).

z =Tr/6+ 2nm

Exempel 6

Los ekvationen sin2x = 4cosz .

Genom omskrivning med formeln for dubbla vinkeln blir ekvationen
2sinz cosz—4cosz =0.
Vi delar bada led med 2 och bryter ut en faktor cosz , vilket ger
cosz - (sinz-2) =0.

Eftersom produkten bara kan bli noll genom att en faktor &r noll, sa kan
ekvationen delas upp i grundekvationerna

mcosz =0,
msine =2,

Men sinz kan aldrig bli storre 4n 1, sé ekvationen sinx = 2 saknar 16sningar.
D4 aterstar bara cosz = 0 , vilken med hjilp av enhetscirkeln ger den
fullstindiga 16sningen z = w/2+n-m .

Exempel 7

Los ekvationen 4sin’z—4cosz =1 .

Med den trigonometriska ettan kan sinz bytas ut mot 1-cos®z . D4 far vi




4(1-cos’z)—-4cosz =1,
4-4cos’z—4cosz =1,
—4cos’z—4cosz+41 =0,

cos’z + cos m—% =0.

Detta dr en andragradsekvation i cos x , som har 16sningarna

cosT — —% och cosz = %

[\ [L)

Eftersom virdet av cosz ligger mellan —1 och 1 kan ekvationen cosx = —
inte ha négra 16sningar. D4 aterstar bara grundekvationen

_ 1
cosz = 3,

som loses enligt exempel 2.

Ténk pa att:

Det ér bra om man lér sig de vanliga trigonometriska formlerna (identiteterna)
och 6var upp en viss vana pa att forenkla och manipulera trigonometriska
uttryck.

Det dr viktigt att man lér sig de grundldggande ekvationerna, av typen
sinz =a, cosx =a eller tanz = a (dir a ir ett reellt tal). Det &r ocksa
viktigt att man vet att dessa ekvationer har odndligt manga losningar.




Ovningar 4.4

Ovning 4.4:1

For vilka vinklar v, diar 0 < v < 27, giller att

1 1
a) sinv:§ b) cosY =
¢c) sinv=1 d) tanv=1
e) cosv =2 f) Sinv:—i
Q) tanv = ——
V3
Ovning 4.4:2
Los ekvationen
1
a) sinm:\/—f b) coswza c) sinz=0
. 1 1
d) sindzr =— e) sinbz = 5 f) cosdz = —
2
Ovning 4.4:3
Los ekvationen
by ] .
a) cosr = COSE b) sinz = smg
c) sin(z+40°) = sin65° d) sin3z =sin15°

Ovning 4.4:4

Bestidm de vinklar v i intervallet 0° < v < 360° som uppfyller
cos (2v + 10°) = cos 110°

Ovning 4.4:5
Los ekvationen

a) sin3z =sinz b) tanz = tandzx

c) cosbx = cos(z + 7/5)

Ovning 4.4:6
Lds ekvationen

a) sinz-cos3z = 2sinz b) +/2sinzcosz = cosz

1
2
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¢) sin2zx = —sinz

Ovning 4.4:7
L3s ekvationen

a) 2sin’z +sinz =1 b) 2sin’z —3cosz =0

c) cos3x = sindzx

Ovning 4.4:8
Los ekvationen

a) sin2z = v/2cosz b) sinz = +v/3cosz
1

=1—tanz
cos? x

¢)
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5. Skriftlig framstéllning och kommunikation

Sa hir lyckas du med Inlimningsuppgift och gruppovning

Nar du fatt alla ritt pa4 bade grundprov och slutprov, -
séa ska du gé vidare och arbeta med en
inlamningsuppgift. I "Student Lounge" under lank
examination kommer du hitta din
inlimningsuppgift.

Niér du skickat in din inlamningsuppgift kommer du
automatiskt att bli grupperad med tre andra
studenter i kursen som nyligen har skickat in sin
inldmningsuppgift och ni fér tillsammans ett
grupprum. Dér kan ni se varandras inldmningsuppgifter och ni far dessutom tillgdng
till ett eget diskussionsforum.

Gruppuppgiften gar ut pé att diskutera varandras 16sningar pa de olika uppgifterna
och tillsammans komma fram till en "bésta" forbattrad 16sning pa samtliga
uppgifter. Det &r dessa "bésta" losningar som utgor er gruppinldmning, tillsammans
med en redogorelse for hur var och en har jobbat for att komma fram till
16sningarna.

Hér dr malet att man i gruppen ska
diskutera matematik, stélla fragor pa
sadant man tycker &r oklart i de olika
l6sningarna, forklara hur man sjilv har
tankt, svara pa inldgg fran de 6vriga
gruppdeltagarna och hjélpa till att
sammanstilla. Nar gruppen dr nojd sa
lémnar ni in er gruppinldmning, som blir
bedémd och kommenterad av
examinatorn. Examinatorn
kommunicerar med hela gruppen, och
om det dr ndgot gruppen har missat sa
har man mojlighet gora nya gruppinldmningar tills allt ar klart och godkaént.

For att bli godkénd pa gruppuppgiften maste du delta aktivt, t.ex. genom att stilla
fragor och hjélpa till att arbeta fram forslag pa gruppinldamning. Den individuella
inldmningen behover inte vara perfekt, utan det 4r i gruppen som de slutliga
l16sningarna férdigstélls. Kor ni fast, eller blir osékra pa nagot, kan ni alltid stélla
fragor till ldrara och fa vigledning. Vart mal &r att alla ska klara allting i den hér
kursen - och att ni ska kénna att ni kommer riktigt vil férberedda till era
hogskolestudier.

Copyright 2007 MATH.SE



Facit
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For fullstindiga losningar, se http://wiki.math.se/wikis/sf0600_0701/

Svar 1.1:1

a) —7
c) 11

Svar 1.1:2
a) 0
c) —25

Svar 1.1:3

a) naturliga talen,
heltalen, rationella
talen

d) heltalen, rationella
talen

g) rationella talen

j) naturliga talen,
heltalen, rationella

talen
Svar 1.1:4
5 7
Sl 92
a) F<3<2<3

1 1 3

b) —Z ¢ - _ % ~_

) 2 < 3 10

) 1 < 3 21 < 5 2

“ 555 317873
Svar 1.1:5

a) 1,167 b) 2,250
Svar 1.1:6

a) Talet &r rationellt och lika med 314/100 = 157/50.

b)

h)

k)

b)

d)

b) -1
d -19

heltalen, rationella
talen

heltalen, rationella
talen

naturliga talen,
heltalen, rationella
talen

irrationella talen

¢) 0,286

)

naturliga talen,
heltalen, rationella
talen

naturliga talen,
heltalen, rationella
talen

irrationella talen

irrationella talen

d) 1,414

b) Talet dr rationellt och &r lika med 31413/9999 = 10471/3333.
¢) Talet ér rationellt och lika med 1999/9990 .

d) Talet &r irrationellt.

Svar 1.2:1

93
28
47
60

a)
d)

Svar 1.2:2

b)

e)

35
47

84
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a) 30 b) 8
¢) 84 d) 225

Svar 1.2:3

19 1
= b) ——
9 00 ) 310

Svar 1.2:4

b)E c) 1

2) 21 6

6
7
Svar 1.2:5

a) £45 b) -5 c) 8

Svar 1.2:6

152
35

Svar 1.3:1

a) 72 b) 3 c) —125 d —
Svar 1.3:2

a) 26 b) 2-2 0) 20
Svar 1.3:3

a) 371 b) 3° c) 3 d) 33 e) 373

Svar 1.3:4
a) 4 b) 3 c) 625
d) 16 e)

Svar 1.3:5

a) 2 b)

© =

Svar 1.3:6
a) 2563 > 200'/3 b) 0,473 >053 c) 0,25 >0,27
A (53)" > 40013 o) 1257262503 f) 340> 2%

Svar 2.1:1
a) 3z2 -3z b) zy+ 2’y — 2%y c) —4x?+ 2%y’
d) 2y—zly+a’y? o 22— 14z +49 f) 16y® + 40y + 25

g) 9z6 —62%y? +y* h) 9z + 302® + 252
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Svar 2.1:2
a) —b5x2+20 b) 10z — 11
c) 54z d) 81z® 16
e) 2a’+2b°
Svar 2.1:3
a) (z+6)(z—6) b) 5(z +2)(z—2) c) (z+3)2
d) (z-—5)? e) —2z(z+3)(z—3) 0 (4z+1)°
Svar 2.1:4

a) b5 framfor 2%, 3 framfor z
b) 2 framfor z2, 1 framfor x

c) 6 framfor =2, 2 framfor =

Svar 2.1:5
1 1
Vi RO
2 2
c) 3(z—2)(z—1) d) %
Svar 2.1:6
—z+12
) D e
) a;%a— d) E@%ﬁ_
Svar 2.1:7
4_ .3 2 —
? (z+ 3;:33 + 5) b — wm;mw——’l_)w - ¢ am(?a—:llﬁ 2
Svar 2.1:8
s B
Svar 2.2:1
a) z=1 b) z=6
c) == —% d z= —1—3
Svar 2.2:2
a) z=1 b) ng
c) x=2 d) z=-2
Svar 2.2:3
a) z=9
b) == %
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4
c) == ?
d z= 3
Svar 2.2:4
a) —2z+y=3
b) y= —%w +%
Svar 2.2:5

a) y=-3z+9
b) y=-3z+1
c) y=3z+5

1

0) b) (0,5)
¢) (0,-9) d) (12,-13)

3

2

Svar 2.2:8



b) !

a)
c)

Svar 2.2:9
a) 4 ae.
b) 5 ae.
c) 6 ae.

Svar 2.3:1

a) (z—-1)2-1 b (z+1)?2?-2 ¢ —(z—-1°+6d) (z+3)" -1

Svar 2.3:2

Svar 2.3:4

a) ax?

14

=1 b) Y= -9 0 saknar (reella)
—3 ¥, =3 16sning

1 4
= 3 m]. =-1 w]_ = 3

3 e) { . ) { 3
=3 T2 =5 2y =2
=0 z, =3

by {

=-3 Ty = =95

3 d) { 1
=-3

8 f) Ty =1

—az — 2a = 0 , didr a # 0 ir en konstant.

b) az? — 2ax — 2a = 0 , ddr a # 0 &r en konstant.
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¢) az®— (3+3)ax+3v/3a =0 ,dir a+# 0 &ren konstant.

Svar 2.3:5

a) Exempelvis 2°+ 14z +49 =0 .
b) 3<z<4
c) b=-5

Svar 2.3:6

a) 0 b) —2 c)

Svar 2.3:7

a) 1 b) —

INGIEN
o
e

Svar 2.3:8

Se losningen 1 webmaterialet nér du loggat in till kursen.

Svar 2.3:9
a) (=1,0) och (1,0) b) (2,0) och (3,0) ¢)

Svar 2.3:10

Se 16sningen i webmaterialet nér du loggat in till kursen

Ny I

saknar max

(1a O) och (37 0)

Svar 3.1:1
a) 91/2 b) 75/2 c) 34/3 d) 31/4
Svar 3.1:2
a) 3 b) 3 ¢) ejdefinierad d) 5'/6
e) 12 f) 2 g -5
Svar 3.1:3
a) 3 b) %g
©) 25 d 2-v2
Svar 3.1:4
a) 0,4 b) 0,3
©) —4v2 d) 243
Svar 3.1:5
2/3
o V3 by Q) 37 4 M17+v13
3 7 4
Svar 3.1:6
3 64 2v2 135 VIO b 5T4V3

23



c) %\/6+§\/_—%\/1_—§\/5 d) 5V3+TV2— V612

Svar 3.1:7
2 VE- VT

Svar 3.1:8

a) v6>+v5
¢) +7>25

Svar 3.2:1
=25

Svar 3.2:2

r=1

Svar 3.2:3
=3

Svar 3.2:4

Saknar 16sning.

Svar 3.2:5
r=1
Svar 3.2:6

T =—

4

Svar 3.3:1
a) =3
) z=-2

Svar 3.3:2

a) -1
e) 2

Svar 3.3:3

a)

d)

=l w

g)

Svar 3.3:4

23

b) —/35 ©) V17

b) 7>7
d V2-3>+2(v3)°

b) z=-1
d xz=
b) 4 ¢ -3 d 0
n 3 g 10 h) —2
b) —% c) -3
e) 4 ) —2
5
h) 3
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a) 1 b) 0

Svar 3.3:5
a) 9 b) O
d 0 e) —2

Svar 3.3:6

a) 1,262
b) 1,663
c) 4,762

Svar 3.4:1

a) z=1In13 b) z=

Svar 3.4:2

{mlzﬂ
Y oy —va

Svar 3.4:3

a) 1 + L)’ 1
T=—— — ] -
In2 In2

c) z=1
Svar 4.1:1
a) 90° och grad
4
c) —240° och __37!‘ rad

Svar 4.1:2
3

T
a) - rad b) —- rad
4
Svar 4.1:3
a) x =50 b) =5

Svar 4.1:4

a) 5 le.

b) /61 le.
) (2,0

Svar 4.1:5

—1n13 In7—In3
1+1n3 N

b) wzln(

b)

—113
c) 518

c) 0
f) e

V1T o1
—— — 35| ¢) Saknar I6sning

2

135° och 3—: rad

2910° och —976” rad

7
— = rad d) 3—; rad

c) z=15
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Svar 4.1:6
2) En cirkel med radie 3 och b) En cirkel med radie /3 och
medelpunkt i origo. medelpunkt i punkten (1, 2).
0 En cirkel med radie ;-,\/IO och
medelpunkt 1 punkten (1/3, -7/3).
Svar 4.1:7
2) En cirkel med medelpunkt (-1, 1) b) En cirkel med medelpunkt (0, -2)
och radie /3. och radie 2.
0 En cirkel med medelpunkt (1, -3)
och radie /7.
d) Endast punkten (1, -1).
Svar 4.1:8
— varv = 3,2 varv
T
Svar 4.1:9
2
3—; cm? & 33,5 cm’
Svar 4.1:10
x=9dm
Svar 4.2:1
Facit till alla delfragor
a) = =13-tan27° ~ 6,62 b) x =25-cos32° =~ 21,2
14 16
= ~ 16,7 = ~ 17,0
) @ tan 40° 4 @ cos 20°
11 19
= ~ 19,2 = ~ 15,9
¢ @ sin 35° b tan 50°
Svar 4.2:2
2 7
a) tanv:g b) sinv:ﬁ
5 3
c) 005027 d) sinv:E
1
e) wv=230° f) sm—zE
Svar 4.2:3
a) —1 b) 1 c) 0
1 V3
d 0 e) ——= H X2
V2 2
Svar 4.2:4
1
a) V3 b) = ) -1
2 2



d 0 &) —=

Svar 4.2:5

1
a) —75 b) 1 c)

Svar 4.2:6
T = \/g— 1
Svar 4.2:7

Alvens bredd ar

m~ 136,6 m.
3—-1

Svar 4.2:8

£cosy =acosa—bcosf3

Svar 4.2:9
Avstandet dr 4/ 205 — 4843~ 11,0 km.

Svar 4.3:1

Ir 6m
= b -
a) v 3 ) v 7

Svar 4.3:2

a) v:7—2r b)

Svar 4.3:3

a) —a b)
¢) v1-—a? d)
e) —a f)

Svar 4.3:4
a) 1-—b b)
c) 2bv1-— b2 d)

e) V1I-0b- +b-\/—1§ f)

Sl

Svar 4.3:5

2v/6 5
cosv:—7 och tanv=——.

Svar 4.3:6

IVE]

d -1

=

V1—b?

2% — 1

1
b-§+\/1—b2-\/—2§

136
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7 7

a) sinv = 1 och tanv= —\/—3_ .
91

b) cosv=-——— och tanv= _3 :
10 V91

. 3 1

¢) sinv=-—-—— och cosv=-—=—.

1 10
Svar 4.3:7

a) sin(z+y) =

42 ++5
9
3./21 + 8

Svar 4.3:8

Se losningen i webmaterialet nér du loggat in till kursen

Svar 4.3:9

Se 16sningen i webmaterialet nér du loggat in till kursen

Svar 4.4:1
a) UZI,’U:E b) vzz,fu:ﬁ
6 6 3 3
iy T 5m
C) v = 2 d) v:Z’v:_4
. 11 7
e) losning saknas f) v:—67r’ v:_g
) bm 117
V=—, v =——
£ 6 6
Svar 4.4:2
:c:E+2n7r w—z+2n7r
3 3
a) 9 b) . c) z=nmw
:c:—3+2n7r :c:—3+2n7r
™ n 2nm ™ n 2nm ™ n 2nm
r=—+— r=— +— r=— 4+
d) 20 5 ¢) 30 5 f 4 3
3= 2nw T 2nw St 2nmw
20 5 6 5 12 3
Svar 4.4:3
x=E+2n7r w—z+2n7r
6 b 5
a) 1 ) A
r=——+42nmw r=—+42nmw

6 5
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z =25°+n-360° z=5"+n-120°
©) d)
z="T5"+n-360° z =55°+n-120°

Svar 4.4:4

v, =50°, vy = 120°, v3 =230° och v, = 300°

Svar 4.4:5
7r+n7r
T =nm r=— 4+ —
nmw 20 2
a) T onw b) z =3 c)  nr
T =—-+— = —— 4%
4 2 30 3
Svar 4.4:6
m:z+2nﬂ'
4 2nm
™ r =——-
a) r=nmT b) 21325"—77/7'(' C) 3
3 T=m7+2nw
r=— +42nmw
4
Svar 4.4:7
:c:E+2n7r -
5(;. . w:§+2n7r
a) a::3—6+2n7r b) :c:j:§+2n7r c) m:lJrsz
2 =2 | onm 147
2
Svar 4.4:8
w:%+2n7r
T =nm
7T T
a) (13:5-'—77,71' b) T =—+nm C) 3
3 r=—+nmw
3T 4
T =—+42nmw
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Tipsa en kompis
Logga in

DE MATEMATISKA INSTITUTIONERNA VID KTH OCH STOCKHOLMS UNIVERSITET AR SVERIGES LEDANDE CENTRUM FOR NATKURSER | MATEMATIK

Anvandarnamn: I Lésenord: I

SVERIGES UNIVERSITETS MATEMATIKPORTAL

Sommarens fluga - plugga matte pa nitet !

Du som ska ldasa en hogskoleutbildning i naturvetenskap,
teknik eller ekonomi behéver god kunskap i matematik.

Férbered dig genom att ldsa Sommarmatte p§ Internet
tillsammans med tusentals andra studenter frn hela landet.

Att vara vél férberedd i matematik ger mdjlighet att komma
ig8ng med goda och effektiva hégskolestudier redan fr8n starten
och slippa kéra fast i onédan. Matematik &r en férutsattning for
att klara studierna till hdsten.

Satt igdng nu! Skaffa ett anvandarnamn och lésenord genom
att fylla i det elektroniska formuléaret.

Kursen ar en éverbryggning frdn gymnasiet in i hogskolan. Aven
om du klarat matematiken mycket bra tidigare rekommenderar
vi dig att lasa kursen. Den berattigar till studiemedel och kan
ldsas helt via Internet. Kursen ges i samarbete mellan flera av
landets hogskolor.

Anmalan

Du anmaler dig till kursen under varen och sommaren via natet
p& www.math.se och far direkt tillgdng till kursmaterialet. Du
bestdmmer sjalv ndr du vill studera och kan Iatt anpassa
studierna efter dina dvriga planer for sommaren.

Handledning och examination

Du kan nar som helst pa natet diskutera med studiekamrater,
stalla fragor och fa handledning av larare. Examination sker via
Internet efterhand som du arbetar med kursen. Vissa av vara
hégskolor erbjuder handledning och satsningar pa plats som
komplement till det som sker pd Internet.

Mer information

Fér mer information, I&s mer i menyn till vanster. Har du frdgor
ar du valkommen att kontakta oss via e-post:
sommarmatte@kth.se eller via telefon: 08-790 60 00.

Ta chansen att &gna en del av din sommar &t ndgot som &r bade
roligt, larorikt och vardefullt infér dina fortsatta studier.

Lycka till!

Kursen ar ett nationellt samarbete mellan flera av landets hogskolor.
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Forra arets sommarkurs
lockade fler &n 5000
studenter som
tillsammans via Internet
ville forbereda sig infor
hostens studier.

I &r réknar vi med &nnu fler
deltagare som vill ha kul
tillsammans! Vi vet att manga
blivande studenter knyter
inspirerande studiekontakter
genom kursen redan innan
hésten kommit igdng.

Undersokningar har visat att
de som borjar tidigt under
sommaren och arbetar med
kursens material och tester
lyckas battre med sina
studier.

Visste du att vi har fler
natkurser, aven i andra
amnen? Las mer »
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